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Splnitelnost mnozin

Definice
Mnozina formuli S je splnitelna, pokud existuje pravdivostni
ohodnoceni u takové, ze u(S) = 1, 1j. u(v) = 1 pro vSechny ¢ € S.

Véta
Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati

S E ¢ praveé tehdy, kdyz S U {—¢} neni splnitelna.

Rostislav Horéik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008 2/15



Klausule

Definice

Literal je bud’ vyrokova proménna (positivni literal) nebo jeji negace
(negativni literdl). Literaly p a —p se nazyvaji komplementarni.
Klausule C je libovolna formule tvaru

C=x4VXoV---VXp,

kde x; jsou literaly (navzajem rGzné).
Pro n = 0 definujeme C = F (F znaci kontradikci). V tomto pfipadé se
C nazyva prazdna klausule.

Pozorovani

Klausule je tautologii prave tehdy, kdyz obsahuje dvoijici
komplementérnich literald.
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Klausule

Tvrzeni

Ke kazdé formuli o existuje mnozina klausuli S,, takova, Ze pro kazdé
pravdivostni ohodnoceni u plati

u(a) = 1 prave tehdy, kdyz u(S,) = 1.

Dukaz

@ Pomoci CNF mame a H Cy A Co A -+ - A Cp, kde C; jsou klausule.
@ CiANCoA---ANCpjesplnénap.tk. S, ={Cy,Co,...,Ch}je
spinéna, tj. pro kazdé pravdivostni ohodnoceni u plati

UCIANCoN---NCp)=1ptk u(S,) =1.
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Resolventa

Konvence

Méjme klausuli C a literél p, ktery se v C vyskytuje. Symbolem C\ p
oznacujeme klausuli, kterd obsahuje vSechny literdly jako C kromé p.
Napf. pro C = —x V y V -z mame

C\-z=-xVy.

Definice

Rekneme, Ze klausule D je rezolventou klausuli Cy a C» podle literalu
p, pokud existuje literal p takovy, ze p se vyskytuje v klausuli Cy, —p se
vyskytuje v klausuli Cs a

D=(Ci\p)V(C\-p).
D znacCime resp(C1, Cp). Napf. resp(p, =p) = F.
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Rezolu¢ni metoda

Véta
Méjme danu mnozinu klausuli S a oznaCme D rezolventu nékterych

dvou klausuli z mnoziny S. Pak mnoziny S a S U {D} jsou pravdivé ve
stejnych pravdivostnich ohodnocenich.

Ddkaz
@ Necht u je pravdivostni ohodnoceni. Musime ukézat, ze u(S) = 1
p.t.k. u(SU{D}) =1 (smér zprava doleva je trivialni).
@ Predpokladejme, Ze u(S) =1a D =resp(Cy, Cy) pro Cq,Co € S.
@ Mame tedy u(Cy) =u(Co)=1aD=(Cy\p)V(C:\ —p).
@ Pokud u(p) =1, pak u(Cs \ —-p) = 1.
@ Pokud u(p) =0, pak u(Cy \ p) = 1.
@ V obou pfipadech u(D) = 1.
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Resolucni uzavér

Definice
OznaCme
R(S) = Su{D| D je resolventa nékterych klausuli z S}
R(S) = S
R*Y(S) = R(R(S)),ieN
R (S) = JIR(S)]ieN}
Pozorovani

Pro koneCnou mnozinu klausuli S existuje n € N takové, ze
R*(S) = R"(S).
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Rezolu¢ni metoda

Véta
Méjme danu kone¢nou mnozinu klausuli S. Pak mnoziny S a R*(S)
jsou pravdivé ve stejnych pravdivostnich ohodnocenich.

Ddkaz
@ Vime, Ze pro kazdou resolventu D nékterych klausuli z R/(S), jsou
mnoziny R'(S) a R'(S) U {D} splnény ve stejnych ohodnocenich.

@ Ztoho plyne, ze S a R'(S) jsou spInény ve stejnych ohodnocenich
pro kazdé j € N.

@ Protoze R*(S) = R"(S) pro néjaké n € N, je diikaz hotov.
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Resolucni princip

Véta

Kone¢na mnozina klausuli S je splnitelna prave tehdy, kdyz R*(S)
neobsahuje prazdnou klausuli F.

Dikaz

@ Zleva doprava: kdyz je S, pak je splnitelna i R*(S). Tudiz nemlze
obsahovat prazdnou klausuli (kontradikci) F.
@ Zprava doleva: dokazeme pozdéiji.
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Algoritmus

Pfedchozi véta dava navod, jak zjistit, zda dana kone¢na mnozina
klausuli je spnitelna nebo je nesplnitelna:

@ Formule mnoziny M pfevedeme do CNF a mnozinu M pak
nahradime mnozinou S vSech klausuli vyskytujicich se v nékteré
formuli v CNF. Klausule, které jsou tautologiemi, vynechame.
Jestlize nam nezbyde Zadna klausule, mnozina M se skladala z
tautologii a je pravdiva v kazdém pravdivostnim ohodnoceni.

@ Vytvofime R*(S).
© Obsahuje-li R*(S) prazdnou klausuli, je mnozina S (a tedy i
mnozina M) nesplnitelna, v opacném pripadé je M splnitelna.
Je zfejmé, ze konstrukce celé mnoziny R*(S) muze byt zbyte¢na.
Staci pouze zjistit, zda R*(S) obsahuje F.
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Davis—Putnam algoritmus

Algoritmus DP(S)

Vstup: kone€¢na mnozina klausuli S
Vystup: S je splnitelna x nesplnitelna

@ Pokud S obsahuje tautologie, tak je vyfad'.

@ Vyber libovolnou vyrokovou proménnou x v nékteré z klausuli v S.
@ Necht M C S, ktera obsahuje klausule bez x.

@ Necht N je mnozina vSech resolvent mnoziny S podle x.

@ Pokud F € N, pak vrat' S neni splnitelna a skonci.

@ Pokud NUM = (, pak vrat S je splnitelna a skongi.

e DP(NU M).
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Rezolu¢ni metoda

Tvrzeni
Algoritmus DP skonc¢i po kone¢né mnoha krocich.

Dikaz
@ Klausule v N U M neobsahuiji x, tj. kazdé volani DP obsahujeme
méné a méné proménnych.
@ Protoze klausule v S obsahuji jen kone¢né mnoho vyrokovych
proménnych, algoritmus skonci po kone¢né mnoha krocich.
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Rezolu¢ni metoda

Tvrzeni
Necht S, N U M jsou mnoziny klausuli z algoritmu DP. Pak

N U M je splnitelna p.t.k. S je splnitelna.

Dikaz
@ Protoze M C S a N jsou rezolventy z S, je smér zprava doleva
trivialni.
@ Necht u spliuje NU M, tj. uNU M) = 1.
@ Necht M; C S je mnozina klausuli, které obsahuji x a Mo, C S
mnozina klausuli, které obsahuji —x.
@ Zkonstruujeme ohodnoceni v, které spini S = M U M; U Mo.
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Rezolu¢ni metoda

Dukaz pokraCovani

@ Necht v(y) = u(y) pro vSechny vyrokové proménné y rizné od x.

@ Pokud u(C \ x) = 1 pro vSechny C € My, pak definujeme
v(x) =0,1j. v(M2) =1 atudiz v(S) = 1.

@ Jinak existuje C € M takova, ze u(C \ x) = 0.

@ Definujeme v(x) =1 (1j. v(M;) = 1) a ukazeme, ze v(M,) = 1.

@ Necht D € M,. Pak resy(C, D) € N, tj. u(resx(C, D)) = 1.

@ Protoze u(resx(C,D)) = u((C\x)Vv(D\—x))=1au(C\x)=0,
dostaneme u(D \ —x) = 1.

@ Takze v(D) = v(D\ —x) = u(D\ —x) = 1.
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Rezolu¢ni metoda

Véta
Algoritmus DP je korektni a uplny, tj.

DP(S) vrati “S je splnitelna” pravé tehdy, kdyz S je splnitelna.

Dukaz

@ Zprava doleva: DP(S) vrati “S je nesplnitelnd”, pokud v nékterem
kroku F e NU M.

@ Z predchoziho tvrzeni plyne, Ze S je nesplnitelna.

@ Zleva doprava: DP(S) vrati “S je splnitelna”, pokud v poslednim
kroku NU M = ( (0 je trivialné spinitelnd).

@ Konstrukce z diikazu pfedchoziho tvrzeni nam dava ohodnoceni,
které splni S.
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