
1 Př́ıklad

Zadańı

Necht’ P,N jsou binárńı predikátové symboly,

ϕ = ∀x∀y
(

P (x, y) ⇔
(

∀z(N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

)

,

ψ = ∀x∀y∀z
(

(P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ P (x, z)
)

.

Pomoćı rezolučńı metody ukažte, že ϕ |= ψ.
Poznamenejme, že ϕ je vlastně definice podmnožiny a ψ vyjadřuje tranzitivitu relace “být

podmnožinou”. Formálně zapsáno s běžnými symboly by to vypadalo takto:

ϕ = ∀x∀y
(

x ⊆ y ⇔
(

∀z(z ∈ x⇒ z ∈ y)
)

)

,

ψ = ∀x∀y∀z
(

(x ⊆ y ∧ y ⊆ z) ⇒ x ⊆ z
)

.

Řešeńı

Budeme se tedy ptát, jestli je množina {ϕ,¬ψ} nesplnitelná. Obě formule ϕ i ¬ψ muśıme převést
do PCNF. Nejprve převedeme ϕ do PCNF.

1. ϕ = ∀x∀y
(

P (x, y) ⇔ ∀z(N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

.

2. Přeṕı̌seme ekvivalenci pomoćı vztahu (α⇔ β) ⇔ ((α⇒ β) ∧ (β ⇒ α)).

∀x∀y

(

(

P (x, y) ⇒ ∀z(N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

∧
(

∀z(N(z, x) ⇒ N(z, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

3. Přejmenujeme proměnné tak, aby každý kvantifikátor vázal jinou proměnnou.

∀x∀y

(

(

P (x, y) ⇒ ∀z(N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

∧
(

∀w(N(w, x) ⇒ N(w, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

4. Distribuce kvantifikátor̊u.

∀x∀y

(

∀z
(

P (x, y) ⇒ (N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

∧ ∃w
(

(N(w, x) ⇒ N(w, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

5. Distribuce kvantifikátor̊u. Z d̊uvod̊u pracnosti kvantifikátor ∃w přesunuji prvńı, aby od-
pov́ıdaj́ıćı skolemovská funkce měla co nejméně proměnných.

∀x∀y∃w∀z

(

(

P (x, y) ⇒ (N(z, x) ⇒ N(z, y))
)

∧
(

(N(w, x) ⇒ N(w, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

6. Přeṕı̌seme implikaci pomoćı vztahu (α⇒ β) ⇔ (¬α ∨ β).

∀x∀y∃w∀z

(

(

¬P (x, y) ∨ ¬N(z, x) ∨N(z, y)
)

∧
(

¬(¬N(w, x) ∨N(w, y)) ∨ P (x, y)
)

)

.
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7. De Morgan̊uv zákon ¬(α ∨ β) ⇔ (¬α ∧ ¬β) a zákon dvoj́ı negace ¬¬α ⇔ α.

∀x∀y∃w∀z

(

(

¬P (x, y) ∨ ¬N(z, x) ∨N(z, y)
)

∧
(

(N(w, x) ∧ ¬N(w, y)) ∨ P (x, y)
)

)

.

8. Distributivńı zákon (α ∧ β) ∨ γ ⇔ (α ∨ γ) ∧ (β ∨ γ).

∀x∀y∃w∀z

(

(

¬P (x, y)∨¬N(z, x)∨N(z, y)
)

∧
(

N(w, x)∨P (x, y)
)

∧
(

¬N(w, y)∨P (x, y)
)

)

.

9. Zavedeńı skolemovské funkce f pro w.

∀x∀y∀z

(

(

¬P (x, y)∨¬N(z, x)∨N(z, y)
)

∧
(

N(f(x, y), x)∨P (x, y)
)

∧
(

¬N(f(x, y), y)∨P (x, y)
)

)

.

10. Distribuce kvantifikátor̊u přes ∧ pomoćı vztahu ∀x(α ∧ β) ⇔ (∀xα) ∧ (∀xβ).

∀x∀y∀z
(

¬P (x, y) ∨ ¬N(z, x) ∨N(z, y)
)

∧

∧ ∀x∀y∀z
(

N(f(x, y), x) ∨ P (x, y)
)

∧ ∀x∀y∀z
(

¬N(f(x, y), y) ∨ P (x, y)
)

.

11. Odpov́ıdaj́ıćı množina klausuĺı tedy je (použit́ım konvence o vynecháváńı univerzálńıch kvan-
tifikátor̊u):

Sϕ = {¬P (x, y) ∨ ¬N(z, x) ∨N(z, y), N(f(x, y), x) ∨ P (x, y),¬N(f(x, y), y) ∨ P (x, y)} .

Podobně převedeme ¬ψ.

1. ¬ψ = ¬∀x∀y∀z
(

(P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ P (x, z)
)

.

2. Distribuce kvantifikátor̊u přes ¬.

∃x∃y∃z¬
(

(P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ P (x, z)
)

.

3. Přeṕı̌seme implikaci pomoćı vztahu (α⇒ β) ⇔ (¬α ∨ β).

∃x∃y∃z¬
(

¬(P (x, y) ∧ P (y, z)) ∨ P (x, z)
)

.

4. De Morgan̊uv zákon ¬(α ∨ β) ⇔ (¬α ∧ ¬β) a zákon dvoj́ı negace ¬¬α ⇔ α.

∃x∃y∃z
(

P (x, y) ∧ P (y, z) ∧ ¬P (x, z)
)

.

5. Zavedeńı skolemovských konstant a, b, c pro x, y, z.

P (a, b) ∧ P (b, c) ∧ ¬P (a, c) .

6. Odpov́ıdaj́ıćı množina klausuĺı tedy je:

Sψ = {P (a, b), P (b, c), ¬P (a, c)} .

Máme tedy ekvisplnitelnou množinu klausuĺı S = Sϕ ∪Sψ, na kterou můžeme pustit rezolučńı
metodu.
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1. ¬P (x, y) ∨ ¬N(z, x) ∨N(z, y)
2. N(f(x, y), x) ∨ P (x, y)
3. ¬N(f(x, y), y) ∨ P (x, y)
4. P (a, b)
5. P (b, c)
6. ¬P (a, c)
7. ¬N(z, a) ∨N(z, b) 1,4,{x/a, y/b}
8. ¬N(z, b) ∨N(z, c) 1,5,{x/b, y/c}
9. N(f(a, c), a) 2,6,{x/a, y/c}
10. ¬N(f(a, c), c) 3,6,{x/a, y/c}
11. N(f(a, c), b) 7,9,{z/f(a, c)}
12. N(f(a, c), c) 8,11,{z/f(a, c)}
13. F 10,12

Zjistili jsme tedy, že S je nesplnitelná množina. Množina {ϕ,¬ψ} je tedy také nesplnitelná, a
proto ϕ |= ψ.

2 Př́ıklad

Zadańı

Rozhodněte, jestli je následuj́ıćı úsudek správný:

Všechna auta jsou dopravńı prostředky.
Všechna auta maj́ı volant.

Některé dopravńı prostředky maj́ı volant.

Řešeńı

Nejprve zformalizujeme věty v zadaném úsudku. Zavedeme tři unárńı predikátové symboly A,D, V
pro vlastnosti “být auto”, “být dopravńı prostředek” a “mı́t volant”. Formálně přepsaný úsudek
vypadá takto:

∀x(A(x) ⇒ D(x))
∀x(A(x) ⇒ V (x))
∃x(D(x) ∧ V (x))

Označme postupně výše napsané sentence řeckými ṕısmeny ϕ,ψ, α. Naš́ım úkolem je rozhodnout
jestli z množiny {ϕ,ψ} vyplývá sentence α, tj. {ϕ,ψ} |= α. Muśıme tedy zjistit, jestli je množina
{ϕ,ψ,¬α} nesplnitelná.

Najdeme ke každé ze sentenćı ϕ,ψ,¬α ekvisplnitelné množiny klausuĺı Sϕ, Sψ, Sα. Implikaci v
sentenćıch ϕ,ψ nahrad́ıme pomoćı disjunkce a negace. Výsledné formule jsou již klausule.

Sϕ = {¬A(x) ∨D(x)} , Sψ = {¬A(x) ∨ V (x)} .

U sentence ¬α přehod́ıme negaci přes existenčńı kvantifikátor, který se t́ım proměńı na univerzálńı,
tj. ∀x¬(D(x) ∧ V (x)). De Morganovy zákony již vyrob́ı klausuli.

Sα = {¬D(x) ∨ ¬V (x)} .

Ptáme se tedy, jestli je nesplnitelná množina klausuĺı

S = {¬A(x) ∨D(x),¬A(x) ∨ V (x),¬D(x) ∨ ¬V (x)} .

Nyńı použijeme rezolučńı metodu.
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1. ¬A(x) ∨D(x)
2. ¬A(x) ∨ V (x)
3. ¬D(x) ∨ ¬V (x)
4. ¬A(x) ∨ ¬V (x) 1,3
5. ¬A(x) ∨ ¬D(x) 2,3
6. ¬A(x) 1,5

Vid́ıme, že žádné daľśı klausule nejde vyrobit. Tud́ıž je množina S splnitelná a sentence α nevyplývá
z množiny {ϕ,ψ}, tj. {ϕ,ψ} 6|= α. Úsudek tedy neńı správný.

Posledńı odvozená klausule ∀x¬A(x) také napov́ıdá, proč je tento úsudek nesprávný. Kdy-
bychom k množině předpoklad̊u {ϕ,ψ} přidali ještě sentenci ∃xA(x) (která po skolemizaci přejde
na A(a)), tak bychom prázdnou klausuli F v rezolučńı metodě dostali. Ke správnosti úsudku by
tedy stačilo nav́ıc předpokládat, že existuje alespoň jedno auto. Pokud totiž žádné auto neexistuje
(např. před 1000 lety žádná auta neexistovala), jsou oba předpoklady ϕ,ψ triviálně splněny, ale
závěr α platit nemuśı.

3 Př́ıklad

Zadańı

Pomoćı rezolučńı metody ukažte, že následuj́ıćı formule je kontradikce:

ϕ = ∃x∀y(N(y, x) ⇔ ¬N(y, y)) .

Poznamenejme, že se jedná o formalizaci Russelova paradoxu, pokud interpretujeme predikátový
symbol N jako “být prvkem”. Zapsáno pomoćı běžných symbol̊u by to vypadalo takto:

∃x∀y(y ∈ x ⇔ y 6∈ y) .

Tato sentence tedy vlastně ř́ıká, že existuje množina x taková, že prvek y do ńı patř́ı právě tehdy,
když nepatř́ı sám do sebe.

Řešeńı

Protože pojem kontradikce splývá s pojem nesplnitelné sentence, stač́ı tedy zjistit, jestli je množina
{ϕ} nesplnitelná. Vyrob́ıme ekvisplnitelnou množinu klausuĺı Sϕ.

1. f = ∃x∀y(N(y, x) ⇔ ¬N(y, y)).

2. Nahrad́ıme ekvivalenci konjunkćı dvou implikaćı:

∃x∀y
(

(N(y, x) ⇒ ¬N(y, y)) ∧ (¬N(y, y) ⇒ N(y, x))
)

.

3. Nahrad́ıme implikace pomoćı disjunkce a negace:

∃x∀y
(

(¬N(y, x) ∨ ¬N(y, y)) ∧ (N(y, y) ∨N(y, x))
)

.

4. Zavedeme skolemovskou konstantu a a odstrańıme existenčńı kvantifikátor:

∀y
(

(¬N(y, a) ∨ ¬N(y, y)) ∧ (N(y, y) ∨N(y, a))
)

.

5. Přesuneme univerzálńı kvantifikátor k argument̊um konjunkce:

∀y(¬N(y, a) ∨ ¬N(y, y)) ∧ ∀y(N(y, y) ∨N(y, a)) .
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6. Ekvisplnitelná množina klausuĺı tedy je:

Sϕ = {¬N(y, a) ∨ ¬N(y, y), N(y, y) ∨N(y, a)} .

Nyńı můžeme zjistit pomoćı rezolučńı metody, jestli je Sϕ nesplnitelná.

1. ¬N(y, a) ∨ ¬N(y, y)
2. N(y′, y′) ∨N(y′, a) přejmenovali jsme rovnou proměnou y
3. F 1,2,{y/a, y′/a}

Vysvětleme, co se vlastně nahoře stalo. Je zřejmé, že nemělo smysl dělat resolventy odstraněńım
literál̊u ¬N(y, a), N(y′, a) nebo ¬N(y, y), N(y′, y′), protože bychom dostali akorát tautologie.
Jediné, co tedy zbývá, je hledat unifikaci literál̊u ¬N(y, a), N(y′, y′) nebo ¬N(y, y), N(y′, a).
Uvažujme např. prvńı dvojici. Dostaneme dvojici termových rovnic y′ = y a y′ = a. Nahrad́ıme
všechny výskyty proměnné y′ mimo posledńı rovnici termem a, tj. a = y a y′ = a. Otočeńım prvńı
rovnice dostáváme soustavu ve vyřešeném tvaru, tj. y = a a y′ = a. Nejobecněǰśı unifikace tedy je
σ = {y/a, y′/a}. Použit́ım této unifikace na jednotlivé klausule dostaneme:

(¬N(y, a) ∨ ¬N(y, y))σ = ¬N(a, a) ∨ ¬N(a, a) , (N(y′, y′) ∨N(y′, a))σ = N(a, a) ∨N(a, a) .

Kdybychom nyńı odstranili z klausuĺı pouze dva komplementárńı literály, dostali bychom opět
tautologii. V tomto př́ıpadě je totiž potřeba použ́ıt rezolučńı pravidlo v jeho plné obecnosti (viz
slidy z přednášky) a odstranit všechny unifikované literály. T́ım obdrž́ıme ihned prázdnou klausuli
F .

4 Př́ıklad

Predikátovou logiku a rezolučńı metodu je možné využ́ıvat také v databáźıch (jedná se o tzv.
deduktivńı databáze). Tabulky v nějaké databázi nejsou nic jiného než nějaké relace. Je tedy
možné formálńım jazykem predikátové logiky se databáze zeptat, jestli něco o těchto relaćıch
plat́ı. Rezolučńı metoda (nebo sṕı̌se jej́ı modifikace) nám potom naši otázku zodpov́ı. Ukážeme si
to na jednoduchém př́ıkladě.

Zadańı

Mějme skupinu osob Ray, Ken, Sue, Tim, Sam, Jack, o kterých máme tato data:

rodič potomek

Ray Ken
Ray Sue
Sue Tim
Sue Sam
Sam Jack

Naš́ım úkolem je zformalizovat tuto znalost pomoćı predikátové logiky a rezolučńı metodou zjistit,
jestli je Ray pradědeček Jacka.

Řešeńı

Abychom mohli naše znalosti zformalizovat, muśıme si určit v jakém to uděláme jazyce. Možnost́ı je
v́ıce, ukažme si jednu z nich. Určitě muśıme mı́t v našem jazyce konstantńı symboly pro jednotlivé
osoby, tj. ray, ken, sue, tim, sam, jack. Dále muśıme mı́t v jazyce binárńı predikátový symbol
R(x, y), který bude vyjadřovat, že x je rodič y. Tabulku s daty můžeme pak zachytit pomoćı
těchto atomických formuĺı

M = {R(ray, ken), R(ray, sue), R(sue, tim), R(sue, sam), R(sam, jack)} .
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V tomto jazyce už bychom mohli zformalizovat otázku, jestli je Ray pradědečkem Jacka (jak by
ona formule vypadala?). Nicméně udělejme to jinak, abychom si ukázali jak definovat daľśı pojmy
pomoćı symbolu R. Přidáme do našeho jazyka daľśı binárńı predikát P (x, y) vyjadřuj́ıćı fakt, že x
je prarodičem y, tj. x je bud’ dědeček nebo babička y. Aby to tak skutečně bylo muśıme, predikát
P nějak svázat s predikátem R. To uděláme pomoćı této sentence:

ϕ = ∀x∀y
(

P (x, y) ⇔ ∃z(R(x, z) ∧R(z, y))
)

,

vyjadřuj́ıćı fakt, že x je prarodič y právě tehdy, když existuje z takové, že x je rodič z a z je rodič
y. Naše otázka, jestli je Ray pradědeček Jacka lze potom zformalizovat takto:

ψ = ∃x(R(ray, x) ∧ P (x, jack)) ,

která ř́ıká, že existuje x takové, že Ray je rodič x a x je prarodič Jacka. Pokud je tato formule
pravdivá za předpokladu našich znalost́ı, pak je skutečně Ray pradědeček Jacka v opačném př́ıpadě
nikoli (pokud jsou naše informace v tabulce úplné). Z hlediska predikátové logiky se ptáme zda-li
plat́ı M ∪ {ϕ} |= ψ. Rozhodneme pomoćı rezolučńı metody, jestli tento konsekvent plat́ı. Ptáme
se tedy, jestli je množina M ∪ {ϕ,¬ψ} nesplnitelná.

Nejprve muśıme nalézt ekvisplnitelnou množinu klausuĺı. Formule v M již jsou klausule, stač́ı
se tedy postarat o ϕ a ¬ψ. Začneme s ϕ t́ım, že odstrańıme ekvivalenci:

∀x∀y
(

(

P (x, y) ⇒ ∃z(R(x, z) ∧R(z, y))
)

∧
(

∃z(R(x, z) ∧R(z, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

Přejmenujeme proměnné, aby každý kvantifikátor vázal jinou proměnnou:

∀x∀y
(

(

P (x, y) ⇒ ∃z(R(x, z) ∧R(z, y))
)

∧
(

∃u(R(x, u) ∧R(u, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

Najdeme prenexńı tvar:

∀x∀y∃z∀u
(

(

P (x, y) ⇒ (R(x, z) ∧R(z, y))
)

∧
(

(R(x, u) ∧R(u, y)) ⇒ P (x, y)
)

)

.

Odstrańıme implikace:

∀x∀y∃z∀u
(

(

¬P (x, y) ∨ (R(x, z) ∧R(z, y))
)

∧
(

¬(R(x, u) ∧R(u, y)) ∨ P (x, y)
)

)

.

Převedeme do PCNF:

∀x∀y∃z∀u
(

(

(¬P (x, y) ∨R(x, z)) ∧ (¬P (x, y) ∨R(z, y))
)

∧
(

¬R(x, u) ∨ ¬R(u, y) ∨ P (x, y)
)

)

.

Skolemizace:

∀x∀y∀u
(

(

(¬P (x, y)∨R(x, f(x, y)))∧(¬P (x, y)∨R(f(x, y), y))
)

∧
(

¬R(x, u)∨¬R(u, y)∨P (x, y)
)

)

.

Ekvisplnitelná množina klausuĺı pro ϕ tedy je:

Sϕ = {¬P (x, y) ∨R(x, f(x, y)), ¬P (x, y) ∨R(f(x, y), y), ¬R(x, u) ∨ ¬R(u, y) ∨ P (x, y)} .

Podobně postupujeme s ¬ψ = ¬∃x(R(ray, x) ∧ P (x, jack)). Vyrob́ıme prenexńı tvar:

∀x¬(R(ray, x) ∧ P (x, jack)) .

Převedeme do PCNF:
∀x(¬R(ray, x) ∨ ¬P (x, jack)) .

Ekvisplnitelná množina klausuĺı pro ¬ψ tedy je:

S¬ψ = {¬R(ray, x) ∨ ¬P (x, jack)} .

Nyńı můžeme na M ∪ Sϕ ∪ S¬ψ pustit rezolučńı metodu.
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1. R(ray, ken)
2. R(ray, sue)
3. R(sue, tim)
4. R(sue, sam)
5. R(sam, jack)
6. ¬P (x, y) ∨R(x, f(x, y))
7. ¬P (x, y) ∨R(f(x, y), y)
8. ¬R(x, u) ∨ ¬R(u, y) ∨ P (x, y)
9. ¬R(ray, x′) ∨ ¬P (x′, jack) přejmenovali jsme proměnnou x na x′ (i když zde to neńı třeba)
10. ¬R(x, u) ∨ ¬R(u, jack) ∨ ¬R(ray, x) 8,9,{x′/x, y/jack}
11. ¬R(x, sam) ∨ ¬R(ray, x) 5,10,{u/sam}
12. ¬R(ray, sue) 4,11,{x/sue}
13. F 2,12

Množina M ∪ Sϕ ∪ S¬ψ je tedy nesplnitelná, a tud́ıž je konsekvent M ∪ {ϕ} |= ψ, tj. Ray je tedy
pradědečkem Jacka.

My se ale nemuśı ptát naš́ı databáze jen na otázky typu ano/ne. Pomoćı rezolučńı metody lze
zjistit i konkrétńı hodnoty. Např. ptejme se, kdo je vnuk nebo vnučka Ray. Pomoćı predikátové
logiky můžeme zformalizovat otázku typu: existuje vnuk nebo vnučka Raye? Jde o sentenci ψ =
∃xP (ray, x). Pomoćı rezolučńı metody můžeme zjistit platnost tohoto konsekventu M ∪ Sϕ |=
ψ, kde M a Sϕ jsou stejné jako předt́ım. Ekvisplnitelná množina klausuĺı pro ¬ψ je S¬ψ =
{¬P (ray, x)}. Rezolučńı metoda dává:

1. R(ray, ken)
2. R(ray, sue)
3. R(sue, tim)
4. R(sue, sam)
5. R(sam, jack)
6. ¬P (x, y) ∨R(x, f(x, y))
7. ¬P (x, y) ∨R(f(x, y), y)
8. ¬R(x, u) ∨ ¬R(u, y) ∨ P (x, y)
9. ¬P (ray, x′) přejmenovali jsme proměnnou x na x′

10. ¬R(ray, u) ∨ ¬R(u, x′) 8,9,{x/ray, y/x′}
11. ¬R(sue, x′) 2,10,{u/sue}
12. F 3,11,{x′/tim}

Pomoćı rezolučńı metody jsme tedy zjistili, že Ray má vnuka nebo vnučku. Nav́ıc můžeme z běhu
rezolučńı metody, zjistit kdo to je. Náš znegovaný závěr je ¬P (ray, x′). Rezolučńı metoda zjistila,
co je třeba dosadit za x′, abychom dostali spor F . To je vidět v posledńım kroku, kde použ́ıváme
substituci {x′/tim}. Ray má tedy vnuka Tima.

Všimněte si, že v tomto př́ıpadě jsme proměnnou x v 9. řádku d̊ukazu museli přejmenovat. Kdy-
bychom tak neučinili, hledali bychom unifikaci P (x, y) a P (ray, x). Unifikace těchto atomických
formuĺı je {x/ray, y/ray}. Důkaz by potom pokračoval takto:

1. R(ray, ken)
2. R(ray, sue)
3. R(sue, tim)
4. R(sue, sam)
5. R(sam, jack)
6. ¬P (x, y) ∨R(x, f(x, y))
7. ¬P (x, y) ∨R(f(x, y), y)
8. ¬R(x, u) ∨ ¬R(u, y) ∨ P (x, y)
9. ¬P (ray, x)
10. ¬R(ray, u) ∨ ¬R(u, ray) 8,9,{x/ray, y/ray}
11. ¬R(sue, ray) 2,10,{u/sue}

7



Vid́ıme, že dál nelze pokračovat, protože R(sue, ray) 6∈M . Resolventa na 10. řádku totiž ztratila
na obecnosti, d́ıky nevhodné substituci. V prvńım př́ıpadě jsme z předpoklad̊u vyvodili, že Sue
neńı rodičem jakékoliv osoby našem univerzu. V druhém př́ıpadě jsme dostali jen speciálńı př́ıpad,
že Sue neńı rodičem Raye.

5 Př́ıklad

Zadańı

Tento př́ıklad je ukázkou toho, že dokazováńı rezolučńı metodou neńı pro člověka př́ılǐs vhodné.
Ukažte, že plat́ı M |= ϕ, kde

M = {∀x∀y R(h(x, y), h(y, x)) ,

∀x∀y∀z R(h(x, h(y, z)), h(h(x, y), z)) ,

∀xR(h(x, 0), x) ,

∀x∃y R(h(x, y), 0) ,

∀xR(x, x) ,

∀x∀y(R(x, y) ⇒ R(y, x)) ,

∀x∀y∀z((R(x, y) ∧R(y, z)) ⇒ R(x, z)) ,

∀x∀y∀z(R(x, y) ⇒ R(h(x, z), h(y, z)))} ,

ϕ = ∀x∀y∀z(R(h(y, x), h(z, x)) ⇒ R(y, z)) .

Řešeńı

Odpov́ıdaj́ıćı ekvisplnitelná množina klausuĺı pro množinu M ∪ {¬ϕ} je

S = {R(h(x, y), h(y, x)) ,

R(h(x, h(y, z)), h(h(x, y), z)) ,

R(h(x, 0), x) ,

R(h(x, f(x)), 0) ,

R(x, x) ,

¬R(x, y) ∨R(y, x) ,

¬R(x, y) ∨ ¬R(y, z) ∨R(x, z) ,

¬R(x, y) ∨R(h(x, z), h(y, z)) ,

R(h(b, a), h(c, a)) ,

¬R(b, c)} .

Pr̊uběh rezolučńı metody je následuj́ıćı:
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1. R(h(x, y), h(y, x))
2. R(h(x, h(y, z)), h(h(x, y), z))
3. R(h(x, 0), x)
4. R(h(x, f(x)), 0)
5. R(x, x)
6. ¬R(x, y) ∨R(y, x)
7. ¬R(x, y) ∨ ¬R(y, z) ∨R(x, z)
8. ¬R(x, y) ∨R(h(x, z), h(y, z))
9. R(h(b, a), h(c, a))
10. ¬R(b, c)
11. ¬R(x′, y′) ∨R(y′, x′) 6 přejmenováńı
12. R(0, h(x, f(x))) 4,11,{x′/h(x, f(x)), y′/0}
13. R(x, h(x, 0)) 3,11,{x′/h(x, 0), y′/x}
14. R(h(h(x, y), z), h(x, h(y, z))) 2,11,{x′/h(x, h(y, z)), y′/h(h(x, y), z)}
15. ¬R(x′, y′) ∨ ¬R(y′, z) ∨R(x′, z) 7 přejmenováńı
16. ¬R(h(y, x), z) ∨R(h(x, y), z) 1,15,{x′/h(x, y), y′/h(y, x)}
17. ¬R(h(y′, x′), z′) ∨R(h(x′, y′), z′) 16 přejmenováńı
18. R(h(h(y, z), x), h(h(x, y), z)) 2,17{x′/h(y, z), y′/x, z′/h(h(x, y), z)}
19. ¬R(x′, y) ∨R(h(x′, z), h(y, z)) 8 přejmenováńı
20. R(h(h(x, f(x)), z), h(0, z)) 4,19,{x′/h(x, f(x)), y/0}
21. R(h(h(b, a), z), h(h(c, a), z)) 8,9,{x/h(b, a), y/h(c, a)}
22. R(h(x′, 0), x′) 3 přejmenováńı
23. ¬R(x, h(x′, 0)) ∨R(x, x′) 7,22,{y/h(x′, 0), z/x′}
24. ¬R(b, h(c, 0)) 10,23,{x/b, x′/c}
25. ¬R(x′, y′) ∨R(h(x′, z), h(y′, z)) 8 přejmenováńı
26. R(h(0, z), h(h(x, f(x)), z)) 11,25,{x′/0, y′/h(x, f(x))}
27. ¬R(x′, h(x, y)) ∨R(x′, h(y, x)) 1,15,{y′/h(x, y), z/h(y, x)}
28. ¬R(b, h(0, c)) 24,27,{x′/b, y/c, x/0}
29. ¬R(h(x, 0), z) ∨R(x, z) 13,15,{x′/x, y′/h(x, 0)}
30. ¬R(h(x′, 0), z) ∨R(x′, z) 29 přejmenováńı
31. R(x, h(0, x)) 1,30,{x′/x, y/0, z/h(0, x)}
32. ¬R(x′, y′) ∨ ¬R(y′, z′) ∨R(x′, z′) 7 přejmenováńı
33. ¬R(h(x, h(y, z)), z′) ∨R(h(h(x, y), z), z′) 14,32,{x′/h(h(x, y), z), y′/h(x, h(y, z)))}
34. R(h(x′′, y′′), h(y′′, x′′)) 1 přejmenováńı
35. R(h(h(x, y), z), h(h(y, z), x)) 33,34,{x′′/x, y′′/h(y, z), z′/h(h(y, z), x)}
36. ¬R(x′, h(h(x, f(x)), z)) ∨R(x′, h(0, z)) 20,32,{y′/h(h(x, f(x)), z), z′/h(0, z)}
37. ¬R(b, h(h(x, f(x)), c)) 28,36,{x′/b, z/c}
38. ¬R(h(0, x), z) ∨R(x, z) 15,31,{x′/x, y′/h(0, x)}
39. ¬R(h(0, x′), z′) ∨R(x′, z′) 38 přejmenováńı
40. R(z, h(h(x, f(x)), z)) 26,39,{x′/z, z′/h(h(x, f(x)), z)}
41. ¬R(h(h(x, f(x)), z), z′) ∨R(z, z′) 32,40,{x′/z, y′/h(h(x, f(x)), z)}
42. R(h(h(y′′, z′′), x′′), h(h(x′′, y′′), z′′)) 18 přejmenováńı
43. R(z, h(h(z, x), f(x))) 41,42,{x′′/z, y′′/x, z′′/f(x), z′/h(h(z, x), f(x))}
44. ¬R(x′, h(h(x, y), z)) ∨R(x′, h(h(y, z), x)) 32,40,{y′/h(h(x, y), z), z′/h(h(y, z), x)}
45. ¬R(b, h(h(x′′, f(x′′)), c)) 37 přejmenováńı
46. ¬R(b, h(h(c, y), f(y))) 44,45,{x/c, x′/b, x′′/y, z/f(y)}
47. ¬R(h(h(z, x), f(x)), z′) ∨R(z, z′) 32,43,{x′/z, y′/h(h(z, x), f(x))}
48. R(h(h(b, a), z′′), h(h(c, a), z′′)) 21 přejmenováńı
49. R(b, h(h(c, a), f(a))) 47,48,{x/a, z/b, z′′/f(a), z′/h(h(c, a), f(a))}
50. F 46,49,{y/a}
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