1 Matice

Definice 1 Matice A typu (m,n) je zobrazent z kartézského soucinu {1,2,...,m}x{1,2,...,n}
do mnoziny R. Matici A obvykle zapisujeme takto:
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kde ai; € R jsou jeji pruky. Zkrdcené zapisujeme také A = (a;j). Pokud m = n, pak nazgvdme
A c¢tvercovou.

Definice 2 Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu (m,n). Pak soucet A + B a -
ndsobek o - A jsou matice typu (m,n) definovany jako pro zobrazent, tj. A + B = (a;; + bij)
aa-A=(xay).

Scitani matic a skaldarni nasobek tedy spliuji vSechny vlastnosti, které jsme uvedli pro
zobrazeni. Operaci ndsobeni u matic budeme definovat jinym zpusobem.

Dusledek 1 MnoZina vSech matic typu (m,n) tvori se séitanim matic a ndsobenim matice
redlnym cislem linedrni prostor. Nulovy vektor v tomto prostoru je tzv. nulovd matice, tj.
matice samgych nul.

Definice 3 Symbolem A ~ B vyjadiujeme fakt, Ze matice B vznikla z matice A koneéngm
poctem kroku Gaussovy eliminacni metody.

Véta 1 Relace ~ je symetricka, tj. A ~B p.t.k. B~ A.

DUKAZ: UkdZeme, Ze kazd4 elementarni iprava z Gaussovy elimina¢ni metody je invertova-
telna:

1. Prehozeni dvou tadku. Staci prehodit fadky jesté jednou.
2. Vynasobeni i-tého fadku redlnym cislem o # 0. Staci i-ty fadek vynasobit é
3. Pricteni a-nasobku i-tého fadku k j-tému. Staci pticist —a-ndsobek k j-tému fadku.

O

Rédky matice typu (m,n) muzeme chapat, jako vektory z lin. prostoru R". Takze ma
smysl mluvit o jejich lin. zavislosti, nezavislosti, linedrnim obalu atd. Podobné sloupce tvori
vektory z lin. prostoru R™.

Definice 4 Necht A = (a;j) je matice typu (m,n) aa,...,an € R" jsou jeji fadky. Linedrni
obal mnoziny r : A = {aq,...,an} znacime (r: A).

Véta 2 Jeli A ~ B, pak (r: A) = (r: B).



DUKAZ: Véta staci ukdzat pro matici B vzniklou z A jen jednou elementdrni ipravou. Ziejmé
v8echny fadky matice B Ize zapsat jako linearni kombinaci fadka z A. Plati tedy, ze vSechny
fadky B patii do (r : A). Tedy (r: B) C ((r : A)) = (r : A). Protoze relace ~ je symetricka
méame i (r: A) C (r: B). O

Definice 5 Hodnost matice A znaéime hod A a definujeme hod A = dim (r : A).

Hodnost matice A je tedy pocet prvka v libovolné nejvétsi linedrné nezavislé podmnoziné
radka matice A.

Disledek 2 Je-li A ~ B, pak hod A = hod B.
Definice 6 Necht matice md A vddky a,...,a,, € R™. Necht pro kaZdé dva po sobé jdouci
radky a;,a;11 plati: md-li 7ddek a; prunich k sloZek nulovych, pak md rddek a;+1 alespon

k + 1 sloZek nulovych nebo a;+1 = o. Pak A nazyvdme horni trojihelnikovou matict.

Véta 3 Pro kaZdou matici A existuje horni trojihelnikovd matice B t.Z2. A ~ B.

Véta 4 Necht A je horni trojihelnikovd matice typu (m,n) a ai,...,a; jsou jeji nenulové
radky. Pak koneénd posloupnost a1, ...,ay je LN.
DUKAZ: VyieSme pro nezndmé asq, ..., a; € R rovnici

a1a] + -+ opap = 0.

Matice odpovidajici soustavy linedrnich rovnic bude mit vektory ai,...,a; jako sloupce.
Necht a; = (ai1,a;2, ... ,a,). Pak bude matice této soustavy vypadat napt. néjak takto:
ai; 0 0 0 0
ai12 0 0 0 0
aiz a3 0 0 0
0 0
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Dusledek 3 Necht A je matice typu (m,n), B je horni trojihelnikovd matice t.2. A ~ B
a by,..., by jsou nenulové radky B. Pak (r : Ay = (by,...,bg), by,..., by je jeho bdze a
dim (r: A) = k.

Ptriklad Najdéte bdzi a dimenzi lin. podprostoru (r : A).

1 2 3 4 5 1 2 3 45
A_23447 01 2 3 4 é?ggi
111 3 4 01 211 000 3 2

3 5 7 8 12 01 2 3 4

Tedy dim (r : A) =hod A = 3.



Definice 7 Necht A = (a;j) je matice typu (m,n). Matici AT = (aj;), kterd je typu (n,m)
nazveme transponovanou matici k matici A.
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Pozorovani 1 Pro matice A, B typu (m,n) plati: (A7) = A o (A +B)T = AT + BT.
Véta 5 Pro kazdou matici A plati: hod AT = hod A.
Disledek 4 Necht A je matice typu (m,n). Pak hod A < min{m,n}.

Definice 8 Necht A = (a;j) je matice typu (m,n) a B = (bji) je matice typu (n,p). Pak
soucin A - B = (¢;x) je matice typu (m,p), kde
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Vidime, ze A - B = B - A obecné neplati (dokonce ani pro ¢tvercové matice).

Piiklad
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Véta 6 Necht o € R a A, B, C jsou matice odpovidajicich typi, aby niZe uvedené vyrazy byly
definovdany. Pak

1. (A-B)-C=A-(B-C),
2. (A+B)-C=A-C+B.C,
3.C-(A+B)=C-A+C-B,
4. a(A-B)=(adA)-B=A"-(aB).
5. (A-B)T =BT . AT.

DUKAZ:

1. Oznacme g;; prvek matice (A - B) - C na pozici (i,1) a h; prvek matice A - (B - C) na
téze pozici. Pak

p

n P n n p n p
gt =Y | Y aibin | =D agbjpcr =YY aijbjrcn = > _ ai (Z bjkckl> = hir -

k=1 \j=1 k=1 j=1 j=1 k=1 =1 k=1



. Oznac¢me g;;, prvek matice (A + B) - C na pozici (i, k) a h;; prvek matice A-C+B-C
na téze pozici. Pak
n n n n
gik = Y _(aij +bij) i =Y _(aicie + bijeip) = Y aijcip + Y bijcip = hig .
j=1 j=1 j=1 j=1
. Obdobné jako predchozi bod.

. Pro prvek na pozici (i, k) mame:

. Oznaéme g;; prvek matice A - B na pozici (i, k) a h;; prvek matice BT . AT na téze
pozici. Chceme tedy ukazat, ze gx; = hig.

n n n
/ /
Gki = Y aksbji =Y bjiag; = Y bizak = ha,
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kde b;; je prvek B” na pozici (i, ) a a’y, je prvek AT na pozici (j, k). O

Definice 9 Ctvercovou matici E typu (n,n) nazveme jednotkovou matici, pokud

100 --- 0
01 0 0
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Pozorovani 2 Nechf A je matice typu (m,n) a B typu (n,p). Pak
1. A-E=A.

2. E-B=B.

2 Inverzni matice

Definice 10 Necht A je étvercovd matice typu (n,n) a E je jednotkovd matice stejného typu.
Matici B typu (n,n), kterd spliiuje A -B = B - A = E nazgvdme inverzni matici k matici A.
Matici B oznacujeme A~L.

Véta 7 Pokud k matici A existuje A=Y, pak A~ je uréena jednoznacné.

DUKAZ: Sporem: piredpokldddme, ze B, C jsou dvé ruzné inverzni matice k matici A. Pak

B=B-E=B.-(A-C)=(B-A).C=E-C=C.



Definice 11 Ctvercovd matice A se nazijvd requldrni, pokud A=' existuje. V opacném pripadé
Jt nazyvdme singuldrni.

Véta 8 Necht A a B jsou regquldrni matice. Pak A - B je také requldrni matice.
DUKAZ: Ukdzeme, ze B~1- A~! je inverzni matice k A - B.
B! AH.(A-B)=B ! (A1.A) . B=B ' .E.-B=B ! .B=E
(A-B) B 1 A Hh=A.-B-B) A '=A - E-A'=A-A'=E
O

Dtive nez si ukazeme, za jakych podminek inverzni matice existuje a jak ji pocitat,
ukéazeme si, ze jednotlivé kroky Gaussovy eliminaé¢ni metody lze chapat jako ndsobeni vhodnymi
maticemi zleva.

Definice 12 Necht Py je ¢tvercovd matice, kterd vznikla z jednotkové matice E jednou ele-
mentdrni upravou U. Takové matice budeme nazyvat elementdrni.

Véta 9 Necht A je matice typu (m,n). Pak Py - A je matice, kterd vznikne z A el. dpravou

U.
DUKAZ:
0 0 1 ail a2 asy as2
010 agy aze | = | a1 a2
1 0 0 as] as2 ail a2
10 0 air a2 aiy a2
01 0] -1aor ax| =| aon ag2
0 0 « azyp as2 aasr  aasp
1 0 « aiy a2 a1 + a3 a2 + aaz
01 0)-|an ax|= as as
0 0 1 asly ass asi as2
O
Disledek 5 Pokud A ~ B, pak B=C - A, kde C je soucin elementdrnich matic.
DUKAZ: Jednotlivé kroky Gaussovy el. metody muZeme vyjadiit pomoci el. matic, tj.
B=C, (Cphi(Co-(Ci-A))-)=(Cp-Cp_1---Cy-Cq)-A.
O

Kazda matice A lze tedy psat ve tvaru C- T, kde C je soucin elementarnich matic a T je
horni trojihelnikova.



