
1 Skalárńı součin

Definice 1 Necht’ L je lineárńı prostor. Operaci · : L×L → R nazveme skalárńım součinem,
pokud ∀x, y, z ∈ L, ∀α ∈ R splňuje tyto vlastnosti:

1. x · y = y · x

2. (x + y) · z = x · z + y · z

3. (α · x) · y = α · (x · y)

4. x · x ≥ 0 a x · x = 0 p.t.k. x = o.

Lineárńı prostor, na kterém byl definován skalárńı součin, nazýváme lineárńım prostorem se
skalárńım součinem.

Př́ıklad Necht’ x = (α1, . . . , αn) ∈ R
n a y = (β1, . . . , βn) ∈ R

n. Jestliže definujeme x · y =
α1β1 + · · ·+αnβn, pak · je skalárńı součin na R

n. Tento skalárńı součin nazýváme standardńı.

Př́ıklad Necht’ x = (α2, α2) ∈ R
2 a y = (β1, β2) ∈ R

2. Jestliže definujeme

x · y = (α1, α2) ·
(

1 2
2 6

)

·
(

β1

β2

)

,

pak · je skalárńı součin na R
2.

Věta 1 Necht’ L je lineárńı prostor se skalárńım součinem. Pak pro všechna x, y, z ∈ L plat́ı:

1. x · o = o · x = 0,

2. z · (x + y) = z · x + z · y.

Důkaz:

1. x · o = o · x = (0 · x) · x = 0 · (x · x) = 0,

2. z · (x + y) = (x + y) · z = x · z + y · z = z · x + z · y.

�

Definice 2 Necht’ L je lineárńı prostor se skalárńım součinem. Pro x ∈ L definujeme jeho
velikost |x| hodnotou

√
x · x, tj. |x|2 = x · x.

Pozorováńı 1 Máme x · x ≥ 0, takže
√

x · x je definováno a |x| = 0 p.t.k. x = o.

Věta 2 Necht’ x je prvkem lineárńıho prostoru se skalárńım součinem a α ∈ R. Pak |α ·x| =
|α| · |x|.

Důkaz: |α·x| =
√

(α · x) · (α · x) =
√

α · (x · (α · x)) =
√

α · ((α · x) · x) =
√

α · (α · (x · x)) =
√

α2 · (x · x) = |α| · √x · x = |α| · |x|. �
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Věta 3 (Schwartzova nerovnost) Necht’ L je lineárńı prostor se skalárńım součinem a
x, y ∈ L. Pak |x · y| ≤ |x| · |y|.

Důkaz: Necht’ α ∈ R. Pak

0 ≤ (x − αy) · (x − αy) = x · x − α · 2(x · y) + α2 · (y · y) .

Označme A = y · y = |y|2, B = −2(x · y) a C = x · x = |x|2. Takže

0 ≤ Aα2 + Bα + C .

Protože tato nerovnost plat́ı pro libovolné α ∈ R, diskriminant Aα2 + Bα + C nemůže být
kladný, tj. B2 − 4AC ≤ 0. Takže B2 ≤ 4AC. Protože B2 = (−2(x · y)) = 4(x · y)2 a
4AC = 4|x|2 · |y|2, dostaneme (x · y)2 ≤ |x|2 · |y|2, tj.

√

(x · y)2 ≤
√

|x|2
√

|y|2. Takže
|x · y| ≤ |x| · |y|. �

Věta 4 (Trojúhelńıková nerovnost) Necht’ x, y jsou prvky lineárńıho prostoru se skalárńım
součinem. Pak |x + y| ≤ |x| + |y|.

Důkaz: |x+y|2 = (x+y)·(x+y) = x·x+2·x·y+y·y ≤ |x|2+2·|x|·|y|+|y|2 = (|x|+|y|)2. �

Definice 3 Necht’ L je lineárńı prostor se skalárńım součinem, x, y ∈ L, x 6= o a y 6= o.
Pak uhel ϕ mezi x a y je definován vztahem:

cos ϕ =
x · y

|x| · |y| .

Pozorováńı 2 Dı́ky Schwartzově nerovnosti máme

−1 ≤ x · y
|x| · |y| ≤ 1 .

Definice 4 Necht’ x, y jsou prvky lineárńıho prostoru se skalárńım součinem t.̌z. x 6= o a
y 6= o. Pak ř́ıkáme, že x, y jsou na sebe kolmé (znač́ıme x⊥y), pokud x · y = 0.

Definice 5 Necht’ B = {b1, . . . , bn} je báze lineárńıho prostoru se skalárńım součinem. Bázi
B nazýváme ortogonálńı, pokud bi⊥bj pro i 6= j. Pokud nav́ıc pro všechna i plat́ı |bi| = 1,
pak nazýváme bázi B ortonormálńı.

Věta 5 Necht’ (B) = (b1, . . . , bn) je ortonormálńı uspořádaná báze lineárńıho prostoru L se
skalárńım součinem. Pak pro všechny x, y ∈ L t.̌z. [x]B = (α1, . . . , αn) a [y]B = (β1, . . . , βn)
plat́ı:

x · y = α1β1 + · · · + αnβn .

Důkaz:

x · y = (α1b1 + · + αnbn) · (β1b1 + · + βnbn) =

= α1β1b1 · b1 +α1β2b1 · b2 + · · ·+α1βnb1 · bn +α2β1b2 · b1 +α2β2b2 · b2 + · · ·+αnβnbn · bn =

= α1β1 · 1 + α1β2 · 0 + · · · + α1βn · 0 + α2β1 · 0 + α2β2 · 1 + · · · + αnβn · 1 =

= α1β1 + · · · + αnβn .
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Důsledek 1 Necht’ (B) = (b1, . . . , bn) je ortonormálńı uspořádaná báze lineárńıho prostoru
L se skalárńım součinem a x ∈ L t.̌z. [x]B = (α1, . . . , αn). Pak |x| =

√

α2

1
+ · · · + α2

n.

Př́ıklad Necht’ R
n je lineárńı prostor se standardńım skalárńım součinem. Pak standardńı

báze R
n, tj. {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)} je ortonormálńı.

Tvrzeńı 1 Necht’ R
3 je lineárńı prostor se standarńım skalárńım součinem, x = (α1, α2, α3) ∈

R
3 a y = (β1, β2, β3) ∈ R

3. Pak |x| odpov́ıdá velikosti vektoru x (tj. vzdálenosti bodu (α1, α2, α3)
od bodu (0, 0, 0)) a x · y = |x||y| cos ϕ, kde ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı př́ımky dané vektory x a y

(tj. úhel definovaný pomoćı skalárńıho součinu na začátku je skutečně úhel mezi vektory).

Důkaz: Podle Důsledku 1 je |x| =
√

α2

1
+ α2

2
+ α2

3
, což je ale skutečně velikost podle Pytha-

gorovy věty.
Necht’ T je trojúhelńık určený body (0, 0, 0), (α1, α2, α3), (β1, β2, β3) a z = x−y. Velikosti

vektor̊u x, y, z odpov́ıdaj́ı velikostem stran trojúhelńıka T . Z kosinovy věty dostaneme |z|2 =
|x|2 + |y|2 − 2|x||y| cos ϕ, kde ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı strany dané vektory x a y. Máme

|z|2 = z · z = (x − y) · (x − y) = |x|2 − 2x · y + |y|2 .

Dosad́ıme-li do vztahu z kosinovy věty dostaneme:

|x|2 − 2x · y + |y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x||y| cos ϕ ,

z čehož plyne, že x · y = |x||y| cos ϕ. �

Věta 6 Necht’ x1, . . . ,xn jsou navzájem kolmé nenulové vektory lineárńıho prostoru se skalárńım
součinem, tj. xi ·xj = 0 pro i 6= j a xi ·xi > 0. Pak konečná množina {x1, . . . ,xn} je lineárně
nezávislá.

Důkaz: Řešme rovnici
α1x1 + · · · + xn = o .

Vynásob́ıme-li skalárně obě strany rovnice vektorem xi, dostaneme αixi · xi = o · xi = 0,
protože xj ·xi = 0 pro i 6= j. Protože xi ·xi > 0, muśı být αi = 0. Aplikujeme-li tento postup
pro všechny i ∈ {1, . . . , n}, dostaneme α1 = · · · = αn = 0. �

Věta 7 Necht’ (B) = (b1, . . . , bn) je ortonormálńı báze lineárńıho prostoru se skalárńım
součinem. Pak pro souřadnice libovolného vektoru x plat́ı:

[x]B = (x · b1, . . . ,x · bn) .

Důkaz: Necht y = (x · b1)b1 + · · · + (x · bn)bn. Ukážeme, že x = y.

y · bi = ((x · b1)b1 + · · · + (x · bn)bn) · bi = (x · bi)bi · bi = x · bi ,

protože bj · bi = 0 pro i 6= j a bi · bi = 1. Z předchoźı rovnosti plyne (x − y) · bi = 0. Takže
(x − y)⊥bi pro všechny i ∈ {1, . . . , n}. Pokud x 6= y, pak podle předchoźı věty je množina
{b1, . . . , bn, x − y} lineárně nezávislá. Potom ale (B) neńı báze (spor). Takže x = y. �
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Důsledek 2 Necht’ (B) = (b1, . . . , bn) je ortonormálńı báze lineárńıho prostoru se skalárńım
součinem a x je jeho vektor. Pokud [x]B = (α1, . . . , αn), pak pro úhel ϕi mezi vektory x a bi

plat́ı:

cos ϕi =
αi

|x| .

Důkaz:

cos ϕi =
x · bi

|x| · |bi|
=

αi

|x| .

�

Věta 8 (Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces) Necht’ L je lineárńı prostor konečné di-
menze se skalárńım součinem. Pak v L existuje ortonormálńı báze.

2 Eukleidovský prostor

V následuj́ıćım budeme pracovat s eukleidovským prostorem E3, kterých v jistém smyslu
aproximuje náš tř́ırozměrný prostor. Prostor E3 se sestává z bod̊u, mezi kterými jsme schopni
měřit vzdálenost, každé dva body určuj́ı právě jednu př́ımku, mezi dvěmi př́ımkami, které se
prot́ınaj́ı v jednom bodě, můžeme měřit úhel. V prostoru E3 můžeme také zavést kartézskou
souřadnou soustavu a všechny body popsat pomoćı souřadnic v této souřadné soustavě. Te-
orie eukleidovských prostor̊u se obvykle stav́ı na geometrických pojmech, nicméně v našem
zkráceném př́ıstupu rovnou ztotožńıme body E3 s trojicemi souřadnic v nějaké kartézské
souřadné soustavě.

Definice 6 Eukleidovský prostor E3 je množina uspořádaných trojic reálných č́ısel. Prvek
P = (x, y, z) prostoru E3 se nazývá bod. Bod (0, 0, 0) znač́ıme O.

Definice 7 Necht’ A = (a1, a2, a3) a B = (b1, b2, b3) jsou body E3. Pak definuje vektor
−−→
AB

jako uspořádanou trojici (b1 −a1, b2 −a2, b3 −a3) ∈ R
3. Vektor

−→
OA nazýváme rádiusvektorem

bodu A. V př́ıpadě, že nebudeme referovat u vektoru ke konkrétńım bod̊um, budeme vektory
značit malými ṕısmeny u, v, w, . . .

Definice 8 Necht’ A = (a1, a2, a3) ∈ E3 a vektor v = (v1, v2, v3) ∈ R
3. Pak A + v znač́ı

bod (a1 + v1, a2 + v2, a3 + v3). Dále necht’ B = (b1, b2, b3) ∈ E3. Pak B − A znač́ı vektor−−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3).

Je zřejmé, že námi definované vektory splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1.
−−→
AB = o p.t.k. A = B,

2.
−−→
BA = −−−→

AB,

3.
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC,

4.
−−→
BC =

−→
AC −−−→

AB = C − B,

5. když u ∈ R
3 je vektor a A je bod, pak existuje právě jeden bod B t.ž. u =

−−→
AB,

konkrétně je to bod A + u.
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Připomeňme, že na R
3 můžeme definovat skalárńı součin jako u · v = u1v2 + u2v2 + u3v3,

kde u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3). Můžeme tedy mluvit o velikostech a úhlech mezi
vektory. Dále vektory ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) tvoř́ı uspořádanou ortonormálńı bázi.

Definice 9 Necht’ (B) a (C) jsou uspořádané báze R
3. Pak (B) a (C) nazýváme souhlasně

orientované pokud det I > 0, kde I je matice přechodu od báze (B) k bázi (C) a jinak nesou-
hlasně orientované.

Věta 9 Množinu uspořádaných báźı na R
3 lze rozdělit na dvě disjunktńı části, které obsahuj́ı

jen souhlasně orientované báze.

Důkaz: Zvolme jednu uspořádanou bázi (B) a rozdělme množinu báźı na část, kde jsou sou-
hlasně orientované báze s B a na část, kde jsou nesouhlasně orientované. Ukážeme, že v obou
částech jsou libovolné dvě usp. báze souhlasně orientované. Necht’ (C) a (D) jsou usp. báze
souhlasně orientované s (B). Pro matici přechodu I1 od (B) k (C) plat́ı det I1 > 0. Podobně
det I2 > 0, kde I2 je matice přechodu od (B) k (D). Matice přechodu od (C) k (D) je matice
I−1

1
· I2. Protože det (I−1

1
· I2) = det I−1

1
· det I2 = (det I1)

−1 · det I2 > 0, jsou (C) a (D) sou-
hlasně orientované. Podobně pokud jsou (C) a (D) nesouhlasně orientované, pak det I1 < 0 a
det I2 < 0. Takže opět plat́ı det (I−1

1
· I2) = det I−1

1
· det I2 = (det I1)

−1 · det I2 > 0. �

Definice 10 Orientovat libovolný lin. prostor konečné dimenze znamená prohlásit jednu jeho
uspořádanou bázi (B) za kladně orientovanou. Uspořádaná báze (C) se pak nazývá kladně
orientovaná, pokud je souhlasně orientovaná s (B) a záporně orientovaná, pokud nesouhlasně.

Definice 11 Vektorový součin × : R
3×R

3 → R
3 je zobrazeńı, které splňuje následuj́ıćı vlast-

nosti:

• Je-li u, v LZ, pak u × v = o.

• Je-li u, v LN, pak u × v je určen následovně:

1. (u × v)⊥u a (u × v)⊥v,

2. |u × v| = |u||v| sinϕ, kde ϕ je úhel mezi u a v,

3. (u, v, u × v) je kladně orientovaná báze.

Pozorováńı 3 Necht’ (B) = (i, j, k) je kladně orientovaná ortonormálńı báze. Pak

i × i = j × j = k × k = o ,

i × j = k , j × i = −k , i × k = −j , k × i = j j × k = i , k × j = −i .

Věta 10 Necht’ (B) = (i, j, k) je kladně orientovaná ortonormálńı báze a [u]B = (u1, u2, u3)
a [v]B = (v1, v2, v3). Pak

[u × v]B =

(∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

,−
∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

)

.
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Důkaz: Pokud je u, v LN, pak všechny výše uvedené determinanty jsou nulové a výsledný
vektor u × v má nulové souřadnice, takže je v souladu s definićı nulový. Zbývá tedy oveřit
vlastnosti 1 až 3 z definice vektorového součinu pro př́ıpad, že vektory u, v jsou lineárně
nezávislé.

1. Ověř́ıme (u × v)⊥u. Dva vektory jsou kolmé, pokud jejich skalárńı součin je nulový.

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

· u1 −
∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

· u2 +

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

· u3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

u1 u2 u3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 .

Podobně se ověř́ı (u × v)⊥v.

2.

|u × v|2 =

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

2

=

= (u2

1 + u2

2 + u2

3)(v
2

1 + v2

2 + v2

3) − (u1v1 + u2v2 + u3v3)
2 = |u|2|v|2 − (u · v)2 =

= |u|2|v|2 − |u|2|v|2 cos2 ϕ = |u|2|v|2(1 − cos2 ϕ) = |u|2|v|2 sin2 ϕ .

3. Protože u× v je nenulový pro u, v LN a kolmý na oba vektory u, v, (u, v, u× v) tvoř́ı
uspořádanou bázi. Matice přechodu od báze (B) k bázi (u, v, u × v) vypadá takto:

A =

















u1 v1

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

u2 v2 −
∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

u3 v3

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

















.

Rozvojem podle třet́ıho sloupce dostaneme:

detA =

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

2

> 0 .

Báze (u, v, u × v) je tedy kladně orientovaná.

�

Výpočet vektorového součinu u × v si lze snadno zapamatovat následovně:

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

i j k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

kde determinant vypoč́ıtáme rozvojem podle posledńıho řádku.

Věta 11 Vektorový součin splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

1. u × u = o,
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2. u × v = −(v × u),

3. (αu) × v = α(u × v) = u × (αv),

4. u × (v + w) = u × v + u × w,

5. (v + w) × u = v × u + w × u.

Př́ıklad

(2u − 5v) × (u + 3v) = (2u − 5v) × u + (2u − 5v) × (3v) =

= (2u) × u + (−5v) × u + (2u) × (3v) + (−5v) × (3v) =

= 2(u × u) − 5(v × u) + 6(u × v) − 15(v × v) =

= 2o − 5(−u × v) + 6(u × v) − 15o = 11(u × v) .

Věta 12 Necht’ u, v je LN. Pak |u×v| je rovna ploše rovnoběžńıka určeného stranami u, v.

Důkaz: Plat́ı |u × v| = |u||v| sinϕ. Plocha rovnoběžńıka je rovna součinu základny |u| a
výšky, což je právě |v| sinϕ. �

Definice 12 Necht’ u, v, w ∈ R
3. Pak č́ıslo u ·(v×w) nazýváme smı́̌seným součinem vektor̊u

u, v, w (v tomto pořad́ı).

Věta 13 Necht’ (B) = (i, j, k) je kladně orientovaná ortonormálńı báze a [u]B = (u1, u2, u3),
[v]B = (v1, v2, v3), [w]B = (w1, w2, w3). Pak

u · (v × w) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Důkaz: Rozvojem determinantu podle 1.̌rádku dostaneme př́ımo skalárńı součin u a v×w. �

Věta 14 Absolutńı hodnota smı́̌seného součinu lineárně nezávislých vektor̊u u, v, w je rovna
objemu rovnobežnostěnu určeného svými stranami u, v, w.

Důkaz: Velikost |v × w| je rovna ploše rovnoběžńıka určeného vektory v, w, tj. plocha pod-
stavy. Máme tedy

|u · (v × w)| = |v × w||u|| cos ϕ| = základna · výška = objem .

Č́ıslo |u|| cos ϕ| je rovno požadované výšce, protože se jedná o kolmý pr̊umět vektoru u na
vektor v × w a vektor v × w je kolmý na základnu. �
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