1 Skalarni soucin

Definice 1 Nechf L je linedrni prostor. Operaci -: L x L — R nazveme skaldrnim soucinem,
pokud Vx,y,z € L, Va € R splnuje tyto vlastnosti:

lL.zy=y-x

2. (x+y) z=x-z+y- -z

8. (a-z) y=a-(z y)

4. x-x>0ax-x=0ptk x=o.

Linearni prostor, na kterém byl definovan skaldrni soucin, nazyvame linedrnim prostorem se
skalarnim soucinem.

Piiklad Necht = = (aq,...,a,) € R" ay = (B1,...,0,) € R™ Jestlize definujeme x - y =
101+ -+ ap By, pak - je skalarni soucin na R™. Tento skalarni soucin nazyvame standardni.

Piiklad Nechf = = (ao, a2) € R? a y = (81, F2) € R?. Jestlize definujeme

et () ()

pak - je skaldrnf souéin na R2.

Véta 1 Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vsechna x,y, z € L plati:
1. z-o=0-z=0,
2. z-(x+y)=z-x+z-y.

DUKAZ:
l.z:o=0-x=0-z) - z=0-(x-x) =0,

2.z (x+y)=(x+y) z=x-z+y-z=z-x+2z- .

Definice 2 Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Pro x € L definujeme jeho
velikost |x| hodnotou /x -z, tj. |z|* = = - .

Pozorovani 1 Mdme x - x > 0, takZe /o - x je definovdno a |x| =0 p.t.k. x = o.

Veéta 2 Necht x je prokem linedrniho prostoru se skaldrnim souc¢inem a o € R. Pak |a- x| =
ol - |-

DUKAZ: |az| = /(a-z) (a-z)=/a - (z-(a-z)=a (a-z) z)=/a (o (z-z)) =
a?-(x-x)=|a| - Ve-x=la|-|z| O




Véta 3 (Schwartzova nerovnost) Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem a
x,y € L. Pak |@ - y| < |z[ - [y].

DUKAZ: Necht a € R. Pak
0<(@-ay) - (x—ay)=x-z—a-2z-y)+o’ (y-y).
Oznatme A =y -y = |y|?>, B= —2(z-y) aC =z x = |z|*. Takze
0< Ao’ +Ba+C.

Protoze tato nerovnost plati pro libovolné o € R, diskriminant Aa? + Ba + C nemiize byt
kladny, tj. B2 — 4AC < 0. Takze B%? < 4AC. Protoze B? = (—2(z - y)) = 4(z - y)? a
4AC = 4|z|? - |y|?, dostaneme (x - y)? < |z|? - |y|?, tj- /(z-v)? < V]z[2\/|y]?. Takze

|z - y| < x| |yl O

Véta 4 (Trojihelnikova nerovnost) Necht @,y jsou prvky linedrniho prostoru se skaldrnim
soucinem. Pak |x +y| < |z|+ |y|.

DUKAZ: |[z+y|* = (z+y) (z+y) = z-z+2-z-y+y-y < [z[*+2:|z| [y|+|y]* = (|z|+|y])?. O

Definice 3 Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem, x,y € L, ¢ # o a y # o.
Pak uhel p mezi x a y je definovdin vztahem:

Ty

|- |yl

cosp =

Pozorovani 2 Diky Schwartzové nerovnosti mdme

1< Y 9,
|| - |yl

Definice 4 Necht x,y jsou prvky linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem t.2. ® # o a
y # o. Pak tikame, Ze x,y jsou na sebe kolmé (znac¢ime xly), pokud x -y = 0.

Definice 5 Necht B = {by,...,b,} je bdze linedrniho prostoru se skaldrnim souc¢inem. Bdzi
B nazjvame ortogondlnt, pokud b; Lb; pro i # j. Pokud navic pro vsechna i plati |b;| = 1,
pak nazyvame bdzi B ortonormdlni.

Véta 5 Necht (B) = (by,...,b,) je ortonormdlni usporddand bdze linedrniho prostoru L se
skaldrnim soucinem. Pak pro viechny x,y € L t.2. [x|p = (au,..., o) a [yl = (B1,...,0n)
plati:

my:alﬂl++anﬁn

DUKAZ:

x-y = (a1by + -+ apby) - (B1b1 + - + Buby) =
= a161b1 - by +a182b1 - b+ - + 1 8,b1 - by + 2 B1b2 - by + a2 Babs - bo + - - + @y By - by =
=ai1f1-14+a1P2-04+ - +a18, - 04+l -04+aefe-1+ -4+ a,0,-1=
= a1+ + anfh.



O

Diusledek 1 Necht (B) = (by,...,by,) je ortonormdlni usporddand bdze linedrniho prostoru
L se skaldrnim soucinem a ¢ € L t.2 [z]p = (au,...,qn). Pak || = \/af + -+ a2.

Piiklad Necht R" je linedrni prostor se standardnim skaldrnim souc¢inem. Pak standardni
baze R", tj. {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} je ortonormalni.

Tvrzeni 1 Necht R3 je linedrni prostor se standarnim skaldrnim soucinem, x = (o, a2, a3) €
R3 ay = (B1, Bo, B3) € R3. Pak |x| odpovidd velikosti vektoru = (tj. vzddlenosti bodu (a1, ag, aug)
od bodu (0,0,0)) a x -y = |x||y| cos ¢, kde p je ihel, ktery sviraji primky dané vektory x a y
(tj. uhel definovany pomoct skaldrniho souéinu na zaédtku je skutecné ihel mezi vektory).

DUKAZ: Podle Diisledku 1 je |z| = v/af + a3 + a%, coz je ale skute¢né velikost podle Pytha-
gorovy vety.

Necht T je trojihelnik uréeny body (0,0,0), (a1, as, as), (81, 32, 83) a z = x —y. Velikosti
vektorli &, y, z odpovidaji velikostem stran trojihelnika T'. Z kosinovy véty dostaneme |z|? =
|z|? + |y|? — 2|z||y| cos ¢, kde ¢ je thel, ktery sviraji strany dané vektory = a y. Mame

2=z z2=(x-y) (x-y)=z* -2z y+|yf.

Dosadime-li do vztahu z kosinovy véty dostaneme:

x> — 2z -y + y|* = [=” + |y|* — 2|z||y| cos p,

z ¢ehoz plyne, ze x - y = |x||y| cos ¢. O
Véta 6 Nechf x1,...,x, jsou navzdjem kolmé nenulové vektory linedrniho prostoru se skaldrnim
soucinem, tj. x;-x; = 0 proi # j a x;-x; > 0. Pak koneénd mnozina {x1,...,x,} je linedrné
nezdvisld.

DUKAZ: Resme rovnici
alxry+ - +xTy =0.

Vyndasobime-li skalarné obé strany rovnice vektorem x;, dostaneme «;x; - ; = o - x; = 0,
protoze x; - x; = 0 pro i # j. Protoze ;- x; > 0, musi byt a; = 0. Aplikujeme-li tento postup
pro v8echny i € {1,...,n}, dostaneme a; = -+ = ¢, = 0. ]

Véta 7 Necht (B) = (by,...,b,) je ortonormdini bdze linedrniho prostoru se skaldrnim
soucinem. Pak pro soutadnice libovolného vektoru x plati:

[]p=(x-by,...,xz-by,).
DUKAZ: Necht y = (z - b1)by + -+ + (x - b,)b,. Ukdzeme, ze x = y.
Yy b= ((x -b1)br+ -+ (z-by)by) by = (x-b;)b; - by =z - b,

protoze bj - b; = 0 pro i # j a b; - b; = 1. Z pfedchozi rovnosti plyne (x — y) - b; = 0. Takze
(x — y)Lb; pro vSechny i € {1,...,n}. Pokud & # y, pak podle predchozi véty je mnozina
{b1,..., by, x — y} linedrné nezavisld. Potom ale (B) neni béaze (spor). Takze x = y. O



Disledek 2 Necht (B) = (by,...,by,) je ortonormdini bdze linedrniho prostoru se skaldrnim

souc¢inem a x je jeho vektor. Pokud [x|p = (au, ..., ay), pak pro ihel ¢; mezi vektory « a b;
plati:
COsS p; = % .
DUKAZ:
oS 0f — - by o
2 el el Jal
]

Véta 8 (Schmidtiv ortogonalizaéni proces) Necht L je linedrni prostor konecné di-
menze se skaldrnim soucinem. Pak v L existuje ortonormdalni bdze.

2 Eukleidovsky prostor

V nasledujicim budeme pracovat s eukleidovskym prostorem Es, kterych v jistém smyslu
aproximuje nas tifrozmérny prostor. Prostor E3 se sestéava z bodu, mezi kterymi jsme schopni
mérit vzdalenost, kazdé dva body urcuji pravé jednu pfimku, mezi dvémi piimkami, které se
protinaji v jednom bodé, muzeme méfit thel. V prostoru E3 muzeme také zavést kartézskou
soutadnou soustavu a vSechny body popsat pomoci soufadnic v této soutadné soustavé. Te-
orie eukleidovskych prostoru se obvykle stavi na geometrickych pojmech, nicméné v naSem
zkraceném pfristupu rovnou ztotoznime body Es s trojicemi soutadnic v néjaké kartézské
soutadné soustaveé.

Definice 6 FEukleidovsky prostor Es je mmnoZina usporddanych trojic redlnijch cisel. Prvek
P = (z,y, z) prostoru Ez se nazgjvd bod. Bod (0,0,0) znac¢ime O.

Definice 7 Necht A = (a1,a2,a3) a B = (b1, be,bs) jsou body Es. Pak definuje vektor AB
jako usporddanou trojici (by —ay, by —ag, bz —as) € R3. Vektor O—/l nazyvdme radiusvektorem
bodu A. V pfipadé, Ze nebudeme referovat u vektoru ke konkrétnim bodum, budeme vektory
znacit malymi pismeny w, v, w, . ..

Definice 8 Necht A = (a1,a2,a3) € E3 a vektor v = (vi,v2,v3) € R3. Pak A + v znaci
bod (ay + v1,as + va,a3 + vs). Ddle necht B = (b1,ba,b3) € E3. Pak B — A znaéi vektor
—

AB = (by — ay1,by — ag, b3 — a3).

Je zfejmé, ze nami definované vektory splnuji nasledujici vlastnosti:

—
1. AB=optk A=8,

— —
9. BA=—AB,
—_— — —
3. AB+ BC = AC,
— —_— -

4. B =AC -AB=C-B,

—

5. kdyz u € R3 je vektor a A je bod, pak existuje pravé jeden bod B t.z. u = AB,
konkrétné je to bod A + wu.



Pfipometime, ze na R? miizeme definovat skalarni soucin jako u - v = uqv2 + ugvs + ugvs,
kde u = (uj,uz,u3) a v = (v1,v2,v3). Muzeme tedy mluvit o velikostech a tihlech mezi
vektory. Déle vektory ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) tvoii usporddanou ortonorméalni bazi.

Definice 9 Necht (B) a (C) jsou usporddané baze R3. Pak (B) a (C) nazjvdme souhlasné
orientované pokud detI > 0, kde I je matice prechodu od bdze (B) k bdzi (C) a jinak nesou-
hlasné orientované.

Véta 9 Mnozinu usporddanich bdzi na R3 lze rozdélit na dvé disjunktnd édsti, které obsahugi
jen souhlasné orientované bdze.

DUKAZ: Zvolme jednu usporddanou bézi (B) a rozdélme mnozinu bézi na ¢dst, kde jsou sou-
hlasné orientované baze s B a na ¢ast, kde jsou nesouhlasné orientované. Ukazeme, ze v obou
¢astech jsou libovolné dvé usp. baze souhlasné orientované. Necht (C) a (D) jsou usp. baze
souhlasné orientované s (B). Pro matici pfechodu I od (B) k (C) plati detI; > 0. Podobné
det Iy > 0, kde I je matice pfechodu od (B) k (D). Matice prechodu od (C) k (D) je matice
I;' - Iy. Protoze det (I7! - Ip) = detI; ! - det Iy = (detI;)~! - det I, > 0, jsou (C) a (D) sou-
hlasne orientované. Podobné pokud jsou (C') a (D) nesouhlasné orientované, pak detI; < 0 a
1

det Iy < 0. Takze opét plati det (I} 1 Ip) =detI; " - detIo = (det ;)1 - det Iy > 0. O

Definice 10 Orientovat libovolnij lin. prostor konecné dimenze znamend prohldsit jednu jeho
usporddanou bazi (B) za kladné orientovanou. Usporddand baze (C) se pak nazjvd kladné
orientovand, pokud je souhlasné orientovand s (B) a zdporné orientovand, pokud nesouhlasné.

Definice 11 Vektorovy soucin x: R3 x R3 — R3 je zobrazent, které spliuje ndsledugici vlast-
nosti:

o Je-li uw,v LZ, pak u X v = o.
o Je-li w,v LN, pak u X v je uréen ndsledovné:

1. (uxv)lu a(uxwv)lo,
2. |u x v| = |u||v|sinp, kde ¢ je uhel meziu a v,

3. (u,v,u X v) je kladné orientovand baze.
Pozorovani 3 Necht (B) = (3,7, k) je kladné orientovand ortonormdini bdze. Pak
txt=j3xj3=kxk=o,
ixj=k, jxi=—-k, ixk=—-j, kxi=j jxk=1i, kxj=-i.

Véta 10 Necht (B) = (4,3, k) je kladné orientovand ortonormdlni bdze a [u]lp = (uy, us,us)
a [v]p = (v1,v2,v3). Pak

U2 U3
V2 U3

up us
U1 U3

up U2
Tl v

wxvls = (

)



DUKAZ: Pokud je u,v LN, pak vSechny vyse uvedené determinanty jsou nulové a vysledny
vektor u X v ma nulové soufadnice, takze je v souladu s definici nulovy. Zbyva tedy overit
vlastnosti 1 az 3 z definice vektorového sou¢inu pro piipad, ze vektory w, v jsou linedrné

nezavislé.

1. Ovérime (u X v) Lu. Dva vektory jsou kolmé, pokud jejich skaldrni soucin je nulovy.

U2 U3 up  ug
U — - ug +
Vo U3 V1 U3
Podobné se ovéii (u x v) Lv.
2.
up usl® | ws]t u
2 U3 1 ug 1
lu x v|? = +

v2 U3 U1 U3 U1

Uy U2 U3
v U2 ‘U3 = (V1 Vg Us =0.
v Uy U2 U3
2
U2
(%] -

= (u% + u% + u%)(v% + v% + v%) — (ugvy + ugve + U3’U3)2 = |u|2|v|2 —(w- 'u)2 =

— [ulof? — [uPlo]? cos” o = [ul?[v]2(1 — cos? ) = |ul?[v]?sin” .

3. Protoze u x v je nenulovy pro u,v LN a kolmy na oba vektory u, v, (u,v,u X v) tvoii
usporadanou bazi. Matice prechodu od béze (B) k bézi (u,v,u x v) vypadd takto:

41
A= u9

u3

Rozvojem podle tfetiho sloupce dostaneme:

2
us3
U3

U2
V2

det A =

Uz U3
U1
V2 U3
Uy u
vy - 3
U1 U3
(A )
U3
V1 U2
u U 2 u (7 2
1 3 1 2
> 0.
U1 U3 U1 U2

Béze (u,v,u X v) je tedy kladné orientovan4.

Vypocet vektorového soucinu w X v si lze snadno zapamatovat nasledovné:

u

1

U2 U3

U Xv=|vy vV V3|,
)

Jj k

kde determinant vypocitame rozvojem podle posledniho fadku.

Véta 11 Vektorovy soucin splnuje ndsledujici vlastnosti:

1. u X u=o,



2. uxv=—(vxu),
3. (au) x v =a(u xv)=u X (av),
4. ux (v+w)=uxv+uxw,

5 (Vtw)Xxu=vXu+wxu.
Piiklad

(2u — 5v) X (u + 3v) = (2u — 5v) X u+ (2u — 5Hv) x (3v) =
= (2u) x u+ (—5v) x u + (2u) x (3v) + (—Hv) x (3v) =
=2(uxu)—5vxu)+6(uxv)—15(vxv)=
=20—5(—u xv)+6(uxv)—150=11(u x v).

Veéta 12 Nechtf w,v je LN. Pak |u X v| je rovna plose rovnobéznika uréeného stranami u, v.

DUKAZ: Plati |u X v| = |ul|v|sin¢. Plocha rovnobéznika je rovna souc¢inu zdkladny |u| a
vysky, coZ je praveé |v|sin . d

Definice 12 Necht u,v,w € R3. Pak ¢islo u- (v x w) nazgvdme smisengm soucinem vektori
u,v,w (v tomto poradi).

Véta 13 Necht (B) = (1,7, k) je kladné orientovand ortonormdini baze a [u]p = (u1,ug,us),
[v]B = (U1¢U27U3)} [’IU]B = (w17w27w3)‘ Pak

ur uz U3
u-(vxw)=|vy v U3
wp w2 w3

DUKAZ: Rozvojem determinantu podle 1.fddku dostaneme piimo skaldrn{ souéin w a v x w. OJ

Véta 14 Absolutni hodnota smiseného soucinu linedrné nezdvislych vektori w, v, w je rovna
objemu rovnobeznosténu uréeného svymi stranami w,v,w.

DUKAZ: Velikost |v x w| je rovna ploge rovnobéznika uréeného vektory v, w, tj. plocha pod-
stavy. Mame tedy

lu - (v X w)| = |v X w||ul|| cos p| = zdkladna - vyska = objem .

Cislo |u||cos ¢| je rovno pozadované vysce, protoze se jedna o kolmy priimét vektoru w na
vektor v X w a vektor v X w je kolmy na zdkladnu. g



