1 Analytickad geometrie
1.1 Primky
Necht A € E3 a v € R? je nenulovy. Pak
p=A+(v)y={Xe€E;| X=A+1tv, t € R},
je primka prochazejici bodem A se smérovym vektorem v. Rovnici
X=A+tv, teR,

ifkdme bodové rovnice piimky p. Necht X = (z,y,2), A = (a1,a2,a3) a v = (vy, v, v3). Pak
po dosazeni do bodové rovnice dostaneme tvz. parametrické rovnice piimky p:

T =a1+tv,
y=as+tvy, teR.
z = ag +tvz,

Eliminujeme-li parametr ¢ z parametrickych rovnic dostaneme tzv. kanonickou rovnici pifimky

p:
r — al Y — ag Z — asg

U1 (%] U3

Zlomky v kanonické rovnici je tieba chapat jen formélné, protoze nékteré v; muze byt nulové.

Piiklad (Vzdalenost bodu od pfimky) Necht p je piimka s bodovou rovnici X = A+ tu,

r € R a B € E3. Spo¢téme vzdalenost d bodu B od piimky p. Tato vzdédlenost je rovna vysce
—

rovnobéznika urc¢eného stranami u a AB. Zakladna m4 velikost |u|. Plati tedy:

_\A—B>><u\

|l

d

1.2 Vzijemna poloha dvou pirimek

Necht p je piimka s bodovou rovnici X = A + tu, r € R a ¢ je piimka s bodovou rovnici
Y = B + sv, s € R. Vzajemnou polohu pifimek p, g rozlisime podle nasledujicich piipadu:

1. Je-li u,v, /TB LN posloupnost, pak p, g jsou mimobézné.
2. Je-li u,v, AB 17 posloupnost, pak p, g lezi v jedné rovineé.

a) Je-li u,v LN posloupnost, pak p, ¢ jsou ruznobézné.

b) Je-li u,v LZ posloupnost, pak p, g jsou rovnobézné nebo splyvaji.

Podle toho, ktery piipad nastane, se obvykle dopocitavaji nasledujici hodnoty:
Vzdéalenost dvou mimobézek d pocitame z objemu rovnobéznosténu uréeného stranami
—
u,v, AB, ktery se rovnd sou¢inu plochy jeho zdkladny (tj. |u x v|) a jeho vysky (coz je
hledand vzdalenost d). Protoze muzeme tento objem spocist také pomoci smiseného souc¢inu
—
jako |AB - (u x v)|, dostaneme:
—
_|AB - (u x v)|

d
lu x v|
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Vzdalenost dvou rovnobézek d pocitame jako vzdalenost bodu lezici na jedné rov-
nobézce od druhé rovnobézky, tj. napf.

 |AB x u

d
[u|

Uhel  mezi raznobézkami spocitime pomoci hlu ¥ mezi vektory u,v. Mame tedy
u-v

cosy = 7|u||v\ .

Uhel  pak urc¢ime takto:

N jestlize ¥ € (0,7/2),
7T\ x —1p  jestlize ¢ € (7/2,7).

Vzorec muzeme jesté zjednodusit. Pro ¢ € (0,7/2) plati cos¢ = cosy = |cos)|, protoze
funkce cos je na intervalu (0,7/2) nezdporna. Pro ¢ € (w/2,7) mame cosy = cos(m —
1) = cosmcost + sinwsiny = —cosyp = | cosv|, protoze funkece cos je na intervalu (7/2, )
zédporna. V obou piipadech mame cos ¢ = | cos )|, takze dostaneme:

|- |

cosp = .
|u|v]
Soufadnice pruseciku raznobézek spocitame jako spoletné feSeni bodovych rovnic
piimek p a q, tj. A+ tu = B + sv pro nezndmé parametry t,s € R. Tato rovnice vede na
—
soustavu linearnich rovnic tu — sv = AB.

1.3 Roviny
Necht A € E3 a {u, v} C R3 je LN podmnozina. Pak

0=A+ (u,v)={X B3| X =A+tu+sv, t,s € R},
je rovina prochdzejici bodem A se smérovymi vektory w,v. Podobné jako u piimky rovnice
X=A+tu+sv, t,s €R,

se fikad bodové rovnice roviny g. Nechf X = (z,9,2), A = (a1,a2,a3), w = (u1,us,u3) a
v = (v1,v2,v3). Pak po dosazeni do bodové rovnice dostaneme tvz. parametrické rovnice
roviny g:

T = aj + tuy + svy,

Yy =ag+tug + sva, t,s€ER.

z = ag + tug + svs3,

Jinou moznosti jak popsat rovinu g je pomoci normélového vektoru n = (a,b,c) (tj.
libovolného nenulového vektoru, ktery je kolmy na rovinu g) a bodu A = (a1, az, ag), kterym
rovina g prochédzi. Rovina ¢ je pak mnozina vsech bodu X = (z,y, z), které spliuji:

— —
AX1n < AX-n=0 < (z—a,y—az,z—a3)- (a,bc)=0.



Pokud spocitame skalarni soucin v posledni rovnici a ozna¢ime d = —aaj — bas — casz dostanem
tzv. skalarni rovnici roviny p:
ar +by+cz+d=0.

Pokud méme zadanou bodovou rovnici roviny ¢: X = A+tu+sv, t,s € R, mizeme piejit
ke skaldrni rovnici takto. Jeden bod lezici v roviné ¢ odeéteme pifmo z bodové rovnice (je to
bod A) a normdlovy vektor pak najdeme jako vektorovy sou¢in n = u X v.

Existuje alternativni zptisob, jak najit skaldrni rovnici roviny p. Vektory AX , U, v musi
totiz lezet v roviné p. Tudiz musi tvofit LZ posloupnost. Tzn. Zze determinant matice, jejiz
radky jsou tvoreny soufadnicemi vektoru AX ,w, v musi byt nulovy, tj.:

r—ay Y—azx 2 —as
Ui ug us =0.
V1 V2 V3

Vypoctem tohoto determinantu dostaneme také skaldrni rovnici roviny g, protoze tento de-
—
terminant je smiSeny sou¢in AX - (u X v) a u X v je normélovy vektor roviny o.

Piiklad (Vzddlenost bodu od roviny) Necht g je rovina s bodovou rovnici X = A+tu+sv,
r,s € R a B € E3. Spo¢téme vzdalenost A bodu B.o>d roviny ¢. Vzdélenost h spocitame z
objemu rovnobéznosténu urceného stranami w,wv, AB, ktery se rovnd souc¢inu plochy jeho
zékladny (tj. |u x v|) a jeho vysky (coz je hledand vzdélenost h). Protoze muzeme tento
objem spocist také pomoci smiseného soucinu jako |AB - (u X v)|, dostaneme:

_|AB - (u x v)|

h
lu x v|

Pokud je rovina p zaddna pomoci skalarni rovnice ax +by+cz+d = 0 spo¢teme vzdalenost
h takto. Necht m = (a,b,c) a B = (x9,%0, 20).- Necht A = (a1,a2,a3) € o. Pak |AB - n| =
— —5 —
|AB||n||cos ¢, kde ¢ je tihel mezi vektory AB a m. Navic |AB||cos ¢| = h, protoze

Cos ¢ kdyz ¢ € (0,7/2),
|cos | =
cos(m — ) kdyz ¢ € (7/2,m).
Takze
—
b |AB - n| _ |(xo —a1)a + (yo — a2)b + (20 — as)c| _ lazo + byo + czo + d|

] n| Va2 + b2+ 2

protoze d = —aa; — bag — cas pro kazdy bod A = (a1, a9, a3) € o.

1.4 Vzajemna poloha piimky a roviny

Necht p je pfimka s bodovou rovnici X = A+tu, t € R a o rovina s normalovym vektorem n
a prochéazejici bodem B. Pak vzajemnou polohu p a ¢ rozlisime podle nésledujicich ptipadu:

1. Je-li w L n (tj. w-n = 0), pak nastdvaji tyto moznosti:

— —
a) Je-li AB L n (tj. AB-n =0), pak ptimka p lez{ v roviné p.



b) Je-li AB -n # 0, pak je pfimka p rovnobéznd s rovinou p.
2. Je-li w-n # 0, pak piimka p protind rovinu ¢ v jediném bodé.

Vzdélenost rovnobézné primky od roviny (v piipadé 1b) zjistime jako vzdalenost
bodu A od roviny p.

Prusecik primky s rovinou (v piipadé 2) najdeme tak, ze dosadime do skaldrni rov-
nice roviny o za x,y,z hodnoty z parametrickych rovnic pifmky p. ReSeni ndm pak da
hodnotu parametru ¢, ktery po dosazeni zpét do parametrickych rovnic piimky p, jiz urci
soutadnice pruseciku. VySe popsany zpusob hleddni pruseciku je typicky zpusob, ktery se
pouziva pii feSeni konkrétniho piikladu. Nicméné pomoci naseho formalizmu muzeme také
vyjadfit souradnice pruse¢iku piimo i v obecném piipadé. Zatneme se skalarni rovnici roviny
0, tj. BX - n = 0, kde za X dosadime z bodové rovnice pfimky p. Dostaneme tedy:

— — —
0=BX - n=(X-B) n=(A+tu—B) - n=(BA+tu) - n=BA-n+t(u-n).
Takze pro parametr ¢ mame:

—_— — —
BA-n  (-AB)-n AB-mn

Dosazenim zpét do bodové rovnice piimky p dostaneme pro prusecik P:

P:A+AB'n

u.

Uhel o mezi piimkou a rovinou (v piipadé 2) spocitdme pomoci tthlu ¢ mezi primkou
p a libovolnou kolmici na rovinu p. Pak a = 7/2 — . Kolmice ma smérovy vektor n, takze

|u-n|

sina:cos(w/Q—a):cosnp:| ]
ulln

1.5 Vzijemna poloha dvou rovin

Necht o, o jsou roviny, ¢ prochdzi bodem A a n = (a, b, ¢) je normélovy vektor g, a o prochdzi
bodem B a m = (e, f,g) je normélovy vektor o. Pak vzdjemnou polohu g, o rozlisime podle
nasledujicich ptripadi:

1. Je-li n,m LN posloupnost, pak jsou g, ruznobézné.
2. Je-li n, m LZ posloupnost, pak nastavaji tyto moznosti:

a) Pokud B € g, pak o, o splyvaji.
b) Pokud B ¢ p, pak jsou g, o rovnobézné.

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin (v piipadé 2b) spocitame jako vzdalenost bodu
B od roviny p.

Prisec¢nici dvou rovin (v piipadé 1) spocitdme jako spoleéné feseni skaldrnich rovnic
rovin ¢ a 0. Necht ax + by + cz + d = 0 je skaldrni rovnice roviny o a ex + fy +gz+h =0 je



skaldarni rovnice roviny o. Pak rovnici prusecnice dostaneme jako feSeni nédsledujici soustavy
linearnich rovnic pro neznamé x,y, z:

ar +by+cz = —d,
ex+ fy+g9z = —h.

Uhel ¢ mezi dvémi riiznobéznymi rovinami spo¢itdme pomoci ihlu mezi libovolnymi
kolmicemi rovin g a o. Protoze smérové vektory téchto rovin jsou normalové vektory n a m,
dostaneme:

cosp = ———.
n||m|



