1 Elementarni funkce

Mezi elementarni komplexni funkce se obvykle pocitaji tyto funkce:

1.1 Linearni funkce

Linedrni funkce je funkce tvaru
f(z)=az+0,

kde a a b jsou konecnd komplexni ¢isla. Jeji derivace je v kazdém bod€ z rovna

f'(z) =a.
Pokud a = 0 pak se funkce f redukuje na konstantni funkci f(z) = b. Jestlize
a # 0, pak je f prostd a inverzni zobrazeni je také linedrni funkce:

fw) = 2w -2

a a

1.2 Mocnina a odmocnina

Pro kazdé prirozené c¢islo n definujeme n-tou mocninu jako
flz) =2".
Derivace existuje v kazdém bodé z a plati

f(2) =nz""t,

P¥iklad 1.1 Dokaite, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati (2)" = nz"~1. Pro-
toze funkce z" se Spatné rozkldda na redlnou a imaginarni ¢ast, vypocitame
derivaci (2™)" pfimo z definice. Pro libovolny bod zg € C z definice derivace
mame:
_ f(z) = f(zo0 2=y
f'(20) = lim ()7() — lim =—~°0
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Funkce 2™ pro n > 1 neni prosta. Ziejmé z" = 0 pravé kdyz z = 0. Pro z # 0
muzeme funkci z" vyjadfit v exponencialnim tvaru:

2 = (|2le)" = 2l

kde o = argz. Nechf z; = |z1|e/¥1 a 29 = |23]€/?? jsou dvé rfiznd komplexni
Cisla, pak 2z = |z1]"e?™?1 a 2l = |za|"e?™?2. Aby tedy platilo 2z = 2%, musi
platit

|z1] = |22] a np; =nps+2krprok €Z.



To znamenad, ze dva rtzné body z; a 22 se m-tou mocninou zobrazi do stej-
ného bodu, pokud se rovnaji jejich moduly (lezi na stejné kruznici se stfedem v
pocatku) a pro rozdil jejich argumentii plati:

2
p1—p2=k—,
n

kde k € Z. To znamend, Ze na kruznici o poloméru |z;| lezi n bodi, které se
zobrazi n-tou mocninou do stejného bodu.

7 vyse uvedeného plyne, Ze inverzni funkce n-td odmocnina nemuze byt
jednoznacnd, ale bude jednomu bodu prifazovat mnozinu o n prvcich. Hodnota
funkce {/z tedy bude mnozina v8ech ¢&isel w, které splituji rovnici

w" = z. (1)

Priklad 1.2 Dokazte, ze pro z = 0 je /z = {0} a pro z € C\ {0}, z = |z]e/?,
(p = arg z, plati
{VEZ{’LW€ | k=0,1,...,n—1},

kde

2k 2k pt2kn
wk:’{/m(cos@_F 7T—l—jsiniga_'— 7r)z’\‘/mejwzk .
n n

Uvédomme si, ze \/7| pfedstavuje odmocninu z redlného oboru.

Prvni ¢ast pro z = 0 je jednoducha. Pokud rovnici 1 napiSeme jen pro
moduly, dostaneme |z| = |w"™| = |w|®. Mame tedy, Ze |z| = 0 prévé tehdy,
pokud |w| = 0. A proto z = 0 préavé tehdy, kdyz w = 0.

Pro druhou ¢ast mizeme Cisla z a w prevést do exponencidlniho tvaru, pro-
toze z,w # 0. Tedy

z =267, w=|wlev.
Po dosazeni do rovnice 1 dostaneme
|w|"eI™ = |z|el?.
Odtud plyne 4 ‘
" = 2], & =,

tzn.

|lwl = ¥|z|, nw=¢+2kn, keZ.
Mame tedy pro jedno k € Z:

wn = /R

Déle je ziejmé, ze pro k = 0,...,n — 1 budou hodnoty wj rtzné a pro k > n
nebo k < 0 se jiz budou jen opakovat. Nakreslete si mnozinu hodnot néjaké n-té
odmocniny pro jeden pevny bod z!



1.3 Linearni lomena funkce

Necht a, b, ¢, d jsou kone¢né komplexni ¢isla takova, ze ad — be # 0. Funkcei tvaru

az+b a
Z)= —, )= —,
FE) =20 fe) =
nazveme linedrni lomenou funkci. Funkce ma derivaci pro vSechna z € C kromé
bodu z = —% a plati z derivace podilu dvou funkci

a(cz+d) —claz+b) acz+ad— acz —be ad — be

F&=""Tar = (@rdr  (erdE

Bod —% mapuje funkce f na co a naopak bod co mapuje na ¢, takze f je
bijekci z C* na C*. Inverzni funkci lze vyjadrit jako

) = TR ey =L

cCw —a

1.4 Exponencialni funkce a logaritmus
Pro komplexni ¢islo z = z + jy € C definujeme exponencialni funkci predpisem:
e* = e%elV = e¥(cosy + jsiny).
Derivace existuje v kazdém bodé z € C a plati (e*)’ = e*.
Piiklad 1.3 Dokazte, ze (%)’ = e*. Rozdélme e® na redlnou a imaginarni ¢ast:
e =e"cosy + jesiny.

Méme tedy u(z,y) = e®cosy a v(x,y) = e®siny. Spoéteme parcidlni derivace
uawv.
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Vidime, ze vSechny parcialni derivace jsou spojité a C-R podminky jsou splnény
ve vSech bode (x,y) a tudiz derivace existuje pro vSechna z € C a plati:

o, o

z\/ vy
(e%) _8x+j8:c

Funkce e* je periodickd s periodou j27m, protoze

=e"cosy + je¥ siny = e”(cosy + jsiny) = €*.

e#HI2m — T HIWF2T) — o7 (cos(y + 2m) + jsin(y + 27)) = e®(cosy+jsiny) = e .

Funkce e* tedy nemtze byt prosta a proto ani logaritmus nemiize byt jedno-
znacna funkce podobné jako v pripadé odmocniny definujeme logaritmus v bodé
z jako mnozinu bodu w spliujici rovnici e* = z. Tedy

Log(z) ={w | ¥ = z}.



Priklad 1.4 Naleznéte vSechna feSeni rovnice e* = a pro a # 0. Oznadme
a = |ale?¥, ¢ = arga. Dosazenim do rovnice dostaneme

e* = e%elV = |ale?¥ .
Odtud plyne ' '

e’ =la|, eY¥=¢€%.
Maéme tedy

z=1nla|, y=p+2kr=argz+2kr, ke€Z.
To znamena, ze
z=1Inlal + jlarga + 2km), k€ Z.

Vypocetli jsme tedy hodnotu logaritmu v bodé a.

Log(a) ={z | ¢ =a} = {ln|a| + j(arga + 2kn), k € Z} = In|a| + jArg a.

Pfipomenme jesté, ze hodnotu pro k = 0 nazveme hlavni hodnotou logaritmu a
oznacéime log a. Funkci, kterd kazdému bodu z € C, z # 0 prifadi hodnotu log 2
nazyvame hlavni vetev logaritmu:

logz =In|z| + jarg z.

Nakreslete si kam se zobrazi Gaussova rovina komplexnich ¢isel bez bodu 0
funkci log!

Priklad 1.5 Naleznéte derivaci funkce log z.

Protoze funkce log z neni definovana pro z = 0, neexistuje tam tedy ani
derivace. RovnéZz pro na mnoziné M = {z € C | Re z < 0} neexistuje derivace,
protoZe funkce arg z (a tim padem i funkce logz) je nespojitd v kazdém bodé
ze M.

Hledejme tedy derivaci log z na zbytku Gaussovy roviny. Pro redlnou c¢ast
mame:

1
u(z,y) =ln|z| =lny/a? 4+ y2 = iln(ac2 + y2) )

Urceme parcialni derivace u podle x a y.

ou 1 2x B T
or §x2+y2_x2+y27
ovw 1 2y  y
873/ - §x2+y2_x2+y2'

Vidime, Ze obé parcidlni derivace jsou spojité vSude kromé bodu (0,0). Bod
(0,0) jsme jiz ovSem vySe vyfadili, protoze v ném nemé funkce log z derivaci. Z
toho plyne, Ze funkce u mé pro nadmi zkoumané body totalni diferencial.

Vypocet imaginarni ¢asti log z rozdélime na tii ¢asti: 1. Re 2 > 0,2. Im z > 0
a 3. Im 2z <0.



1. Pokud Re z > 0, mizeme imaginarni ¢ast funkce log z vyjadrit nasledovné:
_ Y
v(x,y) = arctan = .
x

Urceme parcialni derivace v podle x a y.

L e

or 1+(g)2 x2 a2y’
x

ov 1 1

oy 1_|_(£)2x_:£2+y2'

Podobné jako v pfipadé u vidime, Ze v méa v pozadované oblasti totalni di-
ferencial. Navic také C-R podminky jsou splnény, takze derivace v ptipadé
Re z > 0 existuje a je rovna:

y z

(log2) = ’ j z
& a2 492 ]x2+y2_|z|2_z2 z

2. Pokud Im z > 0 mtzZeme imaginérni Gast funkce lOg ZV yJé.df‘lt nasledovné:
v\x arctan .
Y ) Y

Urcéeme parcidlni derivace v podle x a y.

ov -1 I y

oz NPy 2?4y
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Vidime, ze i v tomto piipadé vysly parcidlni derivace v stejné. Tudiz i pro
pfipad Im z > 0 plati pro derivaci stejny vztah jako v bodé 1.

3. Pokud Im z < 0, pak v(z,y) = —§ — arctan ¢ a zbytek vypoctu je stejny
jako v bodé 2. '

Dostali jsme tedy, ze pro body
z€C\{weC|Rew<0, Imw =0},

(t.j. body, které nelezi na nekladné realné ose) plati:

1
log 2)’ = - .
(log 2) .

Priklad 1.6 Naleznéte derivaci hlavni vétve druhé odmocniny:

flz)=V=.



Vzhledem k tomu, Ze f(z) je nespojita na nekladné realné poloose (t.j. neexistuje
tam derivace), budeme pfedpoklddat, ze z ¢ {w € C | Re w < 0,Im w = 0}.

Vyjadifeme f pomoci exponencialni funkce a logaritmu. Protoze z # 0 mi-
7eme napsat z v exponencidlnim tvaru z = |z|e?¥. Potom

a 1 S P 1 H 1
= 5 — eznlzl gt — p5(nlzl+ie) _ o5 logz
Vz=/|zle?7 = ez ™Fled7 =2 =e2 .

Nyni muzeme pro vypocet derivace vyuzit derivace exponencialni funkce a
logaritmu a vétu o derivaci slozené funkce.

leélogzlzleélogzeflogzzlefélogz 1

2 z 2 2 2,z

(Vz) = (e2'82) =

1.5 Trigonometrické a hyperbolické funkce

Podobné jako v readlném oboru definujeme i v komplexnim oboru trigonometrické
a hyperbolické funkce pomoci exponencialni funkce.

el — eIz el 4 eI
sing = ——— cosz=——"—
27 2
z —Zz 4 —Zz
. e’ —e e*+e
sinhz = ———— coshz = ———
2 2

Protoze se na cviceni objevila otazka, pro¢ se zavadi hyperbolické funkce, tak se
na chvili vratme do redlného oboru a ukazme souvislosti mezi funkcemi sin, cos,
sinh a cosh. Jak asi kazdy vi, Ze miZeme pomoci funkci sin a cos parametricky
popsat kruznici o poloméru r se stfedem v pocatku:

r = rcost
= rsint
Podobnym zptsobem popisuji funkce sinh a cosh parametricky pravou vétev
hyperboly, jejiz asymptoty jsou osy 1. a 4. kvadrantu, t.j.
x = acosht
y = asinht

Pripadné zdjemce o dalsi informace odkazuji na  stranku
http://mathworld.wolfram.com/HyperbolicFunctions.html.

Priklad 1.7 Naleznéte vSechna FeSeni rovnice:
4

sinz = —-j.

3

Dosadime podle definice sin z a dostavame:

P _4_
2; 3



Po vynéasobeni 27 mame:

3
Po vynasobeni 3e’* dostaneme:

3e%% £ 87 —3=0.

Zavedme novou proménnou p = e/* a dosadme:

3p2 +8p—3=0.
To je kvadratické rovnice, jejiz feSeni je p; = % a py = —3. Vratime-li se zpét
od p k 7% dostaneme dvé rovnice:
_ 1 .
e =—-, el = -3
3

Z prvni rovnice mame:

1 1
jz-Log(g) ={ln 3‘+j2kﬂ'|k€Z}—{ln3+j2k7r|kEZ}.

Po vydéleni j, coz vlastné znamené nasobeni —j dostaneme:

z={2kn+jln3 | keZ}.
7 druhé rovnice dostavame:

jz=Log(-3) ={ln|3| +j(w + 2kn) | k€ Z} = {In3+j(2k+ )7 | k€ Z}.
Po vydéleni j:

z={Ck+1)m—jln3 | keZ}.
Po sjednoceni mnozin feSeni z obou rovnic dostaneme:

z={nr+j(—-1)"In3 | n € Z}.

Vsimnéme si, ze vysledek je v podstaté hodnota mnohozna¢né funkce Arcsin v
bodé % j. Mnozinu feSeni si zobrazte v Gaussové roving!



