1 PouzZiti mocninych rad

Nejprve si ukdzeme dvé jednoducha pouziti Taylorovych fad.

iy (sinx(x)) |

Najdeme lim0 ( S‘nm(a:)) pomoci mocninné fady pro funkci sin(z) se stiedem zg = 0. Vime, Ze
xr—

Piiklad 1 Spoctéte ndsledujici limitu:

x2k+1

sin(x) = Z(—l)km , z€eR.

Dosazenim dostavame:
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Priklad 2 Spociéte priblizne
/e_zzdx.
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Vime, ze f(z) = e~ nema primitivni funkci F vyjadfitelnou pomoci elementérnich funkci a algebraickych
operaci. Nicméné mizeme ji vyjadfit jako mocninou fadu. Primitivni funkci F'(z fo et najdeme
t2

pomoci mocninné rfady funkce e™" se stfedem v zg = 0, kterou potom budeme 1ntegr0vat ¢len po ¢lenu.

k
Mocninou fadu pro ! lze vyjadiit pomoci mocniné fady pro e = > oreo 5, t € R. Dostavame tedy:
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Dosazenim ziskdme:
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F = 1) —dt = —1)¥—dt = 1) .
(z) /Z( T Z/< Vot =2_(-1) (2k + 1)k!
o k=0 k=0 k=0

Pouzijeme tohoto vysledku k odhadu ur¢itého integralu f01 e~ dx = F(1) — F(0). Protoze F(0) =0
dostaneme
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2 Fourierovy rady
Podobné jako jsme pomoci Taylorovych fad reprezentovali funkce, které méli v néjakém okoli bodu z¢
omezené derivace vSech Fadi, budeme pomoci Fourierovych fad reprezentovat periodické funkce (samo-

zfejmé musi to byt ,rozumné* funkce viz Jordanovo kritérium). Mame-li zadanou periodickou funkci f(t)
s periodou T', pak k ni pfislusné Fourierova fada je nésledujici funkéni fada:
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kde w =27/T a
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/f t)sin(kwt)dt, k> 1.
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Typicka tloha, kterd se v souvislosti s Fourierovymi fadami vyskytuje, je nalézt pro néjakou funkci f na
intervalu (0,7 jeji Fourierovu fadu a uréit, jaky je jeji skuteény soucet (tj. jak moc dobfe fada pivodni
funkei reprezentuje). Protoze Fourierova fada je definovana pro periodické funkce muizeme tuto tlohu
vyfesit tfemi riznymi zpusoby:

1. prodlouzit funkci f na T-periodickou. Potom dostaneme Fourierovu rfadu, které mize obsahovat jak
Cleny se sinem tak i kosinem.

2. prodlouzit funkci f na lichou 27T-periodickou. Potom dostaneme tzv. sinovou Fourierovu fadu, ktera
obsahuje jen ¢leny se sinem.

3. prodlouzit funkci f na sudou 27T-periodickou. Potom dostaneme tzv. kosinovou Fourierovu fadu,
ktera obsahuje jen Cleny s kosinem.

Pokud bychom v bodech 2 a 3 pfimo pocitali koeficienty aj a by pomoci definice Fourierovy fady, museli
bychom integrovat pres interval dlouhy 27'. Nicméné diky jisté symetrii, kterou liché a sudé funkce spliuji,
Ize ukazat, ze koeficienty lze v téchto pripadech spocitat jednoduseji. Konkrétné pro sinovou fadu plati

ar, =0a
T
/f t) sin(kwt)d
0

kde tentokrat w = %. Pro kosinovou méme naopak by =0 a
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T
/f t) cos(kwt)dt , kdew—%
0

Ukéazeme si nyni na konkrétnich prikladech, jak se tato tiloha fesi. V kazdém pfikladu ukadzeme vsechny
t¥i mozné feseni z vyse uvedenych bodi.

Priklad 3 Pro ndsledujici funkci (tj. prislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou fadu,
sinovou Fourierovu fadu a kosinovou Fourierovu fadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.
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Fourierova rada:

Perioda funkce f(t) je tedy T' = 4. To znamena, Ze w = & = 7. SpocCteme koeficienty aj. Pro k = 0

mame:
T
~ 7 [ 1w
0
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Pro k > 1 dostaneme:
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Posledni rovnost plyne z faktu, ze sin(2kn) = sin(kw) = 0 pro vSechny k.
Dale spocitame koeficienty by, k > 1:

T
/f s1n kwt
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/2sin(kgt) dt = [—% cos(k:gt)}4 = —%(COS(Q]CTF) — cos(k)) .
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Protoze cos(2km) = 1 a cos(km) = (—1)*, dostaneme nakonec

2 0, K sudé;
bp=——[1— (1) = ’ ’
F= g G {_,;r, k liché.

Fourierova fada pro danou funkci tedy je:

f~*+Z(O cos(kyt) + ,fﬂ{( 1 —1sin(kt) ) =1+Z%[(—1)k—1]sin(kgt)
k=1

Jelikoz vSechny sudé ¢leny vyskytujici se v posledni fadé jsou nulové, lze posledni vyraz jesté upravit tak,
7e séitaci index k nahradime vyrazem 2k + 1 a za by dosadime jeho hodnoty pro licha k:

o0

4 . s
f~1-— ,; msm(@k + l)gt)

Déle mame ur¢it soucet nalezené Fourierovy fady. Nakreslime si periodické prodlouzeni f (vlevo), a
pak si vzpomeneme na Jordanovo kritérium. Tam kde je f spojita, je soucet fady roven f. Tam, kde je
bod nespojitosti, konverguje fada k priméru 3 [f(t*) + f(t7)] (soucet vpravo).
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Formuli Ize soucet vyjadrit takto:
0, te (4k,4k+2);
F(t)=<2, te(4k+2,4k+4); prok € Z.
1, t=2k
Vsimeéte si nasledujici véci: ,normélni“ Fourierka je ,skoro sinova“, proc¢? Protoze podle obrazku

vidime, Ze periodické prodluZeni f je vlastné ve tvaru 14 ,lichd funkce“, proto také odpovidajici fada
je ve tvaru 14 ,sinova“.

sinova Fourierova:

V tomto ptipadé mame opét T' = 4. Nicméné w = 7 = 7. Protoze budeme pocitat sinovou fady vime, ze
koeficienty u kosind ay = 0. Spoctéme nyni koeficienty bg:
4 4 A
2 1 4 4
by, = T/f(t) sin (kwt) dt =3 /251n (k— t) dt = {—k— cos(k— t)L = —H[cos(kﬂr) - cos(kg)] .
0 2

Jelikoz cos(km) = (—1)* a
1 pro k = 4n,
7r
cos(kg): 0 prok=4n+1, neZ,
—1 prok=4n+2,

milzeme piepsat posledni vyraz pro b takto:

4 0, k=4n,
by = _E[(_l)k —cos(kg)] = =, k=4n+1, nez,
—%, k=4n+2.

Posledni vyraz neni prilis hezky, takze ho vysledného zapisu fady radéji nepouzijeme. Dostavame tedy:
=4 U
~ — cos — (=1)*] sin(k=t) .
SIS (-1)"] sin(kT2)

Déle uréime soucet sinové fady. Nejprve nakreslime liché periodické prodlouZeni f se zakladni periodou
(—4,4) (vlevo), pak nakreslime soucet dle Jordanova kritéria.
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kosinova Fourierova:

Nakonec najdeme kosinovou fadu. Mame tedy 7' = 4, w =
koeficienty u kosinii mame:
4
-7 [ 1w
0
4

/2cos(k t) dt = [% sin(k— t)} = ki[sin(knr) fsin(kg)].

= 7. Koeficienty u sintt by = 0. Pro
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4
/ ft) cos k‘wt dt =
0

Jelikoz sin(km) = 0 dostévame:

0, k=4n, k=4n+2,

4 s
= ——sin(k=)={¢_4 =
ay Imsm( 2) kI, k=4n+1, nez,
Proto
~1+Z—Sln cos(k t)
Vsiméte si, ze koeficienty aj se rovnaji 0 pro suda k a 1? nebo —;— pro lich4d. Pokud tedy nahradime

s¢itaci index ve vysledné fadé vyrazem 2k + 1, lze vysledek napsat takto

- k+17 ﬁ
1+Z 2%+ 1)m cos((2k+1)4t).

Nakonec uréime soucet kosinové fady. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouZeni f se zdkladni
periodou (—4,4) (vlevo), pak nakreslime soucet dle Jordanova kritéria.
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Priklad 4 Pro ndsledujici funkci (tj. piislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou fadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu Tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

f®)=1—¢, t€(0,2).

Fourierova rada:

Pro funkci f mame T = 2, w = 2% = 7. Spoéitame koeficienty ay a by.

T
2
2
aozi/(l—t)dt:O.
0

Nasledujici integraly budeme pocitat pomoci metody per partes.
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u=1—t v =cos(knt) | 1 1 .
/ 1—1t) cos(kmt) dt = W= 1 v=Lsin(knt) ‘ = [(1 - t)a sm(lmrt)]o—i—kﬂ_ /81n(k7rt) dt.
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Protoze sin(2kw) = sin(0) = 0 prvni ¢ast posledniho vyrazu je nulova. Dostavdme tedy

111 | 1
=—|= =5 2km) — =——(1-1)=0.
a = [lmr cos(lmrt)} e (cos(2km) — cos(0)) 123 ( )=0

Pro koeficienty by dostaneme:
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b, = /lftSIDkﬂt)d
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- H/cos(kﬂt) dt =
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1—2—cos(2k7r) (1- )];TCOS(O)]—;T{];sm(m)} _

0
. 2
E k2 55 (sin(2k7) —sin(0)) = .
Vysledné fada tedy je
f~ Z kiﬂ' sin(kmt)

Nakonec opét urc¢ime soucet vysledné fady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak
podle Jordanova kritéria soucet fady (vpravo):
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sinova Fourierova rada:

Protoze normalni periodické prodlouzeni f je liché, méla uz normélni Fourierovka vyjit jako sinova, coz
také vysla.

kosinova Fourierova rada:

us

V tomto pifpadé mame T' = 2, w = 7 = 5. ProtoZe pocitame kosinovou fadu koeficienty by jsou nulové.
Pro koeficienty aj dostaneme

2
2
ap = 5/1—tc0sk t)d
0

) 4 4 K 0, k sudé;
= [0-0]— e [cos(km) — 1] = 22 1= = {kzsﬂm k liché.

Mizeme tedy napsat vyslednou fadu. Protoze jsou opét sudé ¢leny nulové, zaménime také séitaci index
kzak+ 1.
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Nakonec opét uréime soucet. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouzeni f se zdkladni periodou
(—2,2). ProtoZe toto prodlouZeni je spojité, je to i soucet fady.
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Priklad 5 Pro ndsledujici funkci (tj. ptislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou fadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

f@)=t+m, te{-mmn).

Fourierova rada:

V tomto piipadé mame T = 27, w = 2% = 1. Funkce neni zaddna na intervalu typu (0,7T), ale to pro

Fourierovu fadu nevadi, stejné ji rozsifujeme periodicky a tudiz mtzeme vzit libovolny interval zahrnujici
jednu periodu, napiiklad (0,27). Pak by se ale blbé integrovalo, protoze v bodé 7 by byla nespojitost
a vSechny integraly by se nam rozdélily na dva. Proto budeme radéji integrovat pres ptivodné zadany
interval.

2 T
o (t 4+ ) cos(kt) dt =

—T

Qg

u=t+mn v =cos(kt) |
w'=1 wv=g¢sin(kt) |

™

1 PN L U L1 W
- [(t + W)% sm(kt)} - - /sm(kt) dt =0+ T {k cos(kt)] T 0.

Posledni rovnost plyne z faktu, Ze kosinus je suda funkce a tudiz cos(km) = cos(—km).

2 [ _
o= / (t + ) sin(kt) dt =

1 [(t + w)% cos(kt)]i + L cos(kt) dt =

™

2 R T2 gy
’ cos(km) + o [ sm(kt)} - k( 1),

Proto -
P Z(—l)k“% sin(kt) .
k=1

Urceme jesté soucet vysledné fady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak podle

Jordanova kritéria soucet fady (vpravo):
F@©
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Poznamka: Periodické prodlouzeni dané funkce je ve tvaru n+,licha“, tedy i fada je w+,,sinova“.



sinova a kosinova Fourierova Fada:

Funkce byla zadana na intervalu, ktery ,pfrekracuje“ pocatek, tedy zahrnuje kladna i zapornd c¢isla. Ne-
méame proto moznost si funkci upravit tak, aby byla bud sudé nebo lichd. Mzeme jen doufat, Ze né&jakou
symetrii uz méla ze zadani. Vidime ale, Ze neni ani lich4 ani sudé, proto nelze udélat ani sinovou, ani
kosinovou fadu.

Priklad 6 Pro ndsledujici funkci (tj. piislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou fadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu Tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

L t€(0,1),
f(t)_{z—a te(1,2).

Fourierova rada:

27
T

2 1 2
O/f 0/1dt+1/(2

V tomto pfipadé méme T = 2, w = = 7. Spocteme koeficienty ay a by.
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2

1
f(t) cos(knt) d cos(kmt) dt + [ (2 —t) cos(knt) dt =
"

1

' =-1 v=-Lsin(krt)

u=2-—t v = cos(knt) ’

S
=
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1 2

_ [kl sin(kﬂ't)] e {(z = sin(lmt)]

S| 1 1 2
+ — /sin(lmrt) dt=0+0+ — [ cos(kﬂ't)] =
1 km

T km km 1
1 1 1 0, k sudé;
= -1 kr)] = 14+ (=) = ——[(—1)F —1] = 7 ’
k272 [ + COS( 7T)] ki2 2 [ + ( ) ] k272 [( ) ] {_ k227T2 7 k liché.

Pii vypoctu jsme opét vyuzili toho, Ze sin(0) = sin(km) = sin(2k7) = 0, cos(2k7) = 1 a cos(kw) = (—1)¥.

2

2 1
2 . |lu=2-t v =sin(knt) _
b = §/f sin(krt) d / sin(kt) dt—|—/( —t)sin(knt) dt = 21 v=—Lcos(knt) |~
0 0 1
1 1 2 2
= {kw cos(kmf)} . + {(2 — t)—ﬂ_ cos(km‘)} ) i /COS(]CTFt) d
1
1 1 11 > 1
= —[cos(km) — 1] + T cos(km) — T {k sm(kwt)} T -0= T

)S].Bdllou Iva'du tedy dOSlaVéIlle:
f — +Z(7 ( ])k? - I C()S(k7 1)—’— 7Sin(k7lt))
4 i k2ﬂ-2 ]{; .

Protoze prvni ¢len v zavorce je pro vSechna suda k nulovy, mtzeme fadu rozdélit na dvé a v prvni nahradit
sCitaci index vyrazem 2k + 1.

3 — -2 1
~7 TRV ) 2 1 E - )
f 4 + ];) (2k + 1)272 cos((2k + 1)mt) + A sin(kmt)

Nakonec opét urc¢ime soucet vysledné fady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak
udélame soucet podle Jordanova kritéria (vpravo).

(1)

N ANENED

2 0 1 2 3 4 56 7




sinova Fourierova Fada:

V tomto pfipadé¢ madme T' = 2, w = &
by, dostavame:
2 1 2
2 T T
b o= 3 /f(t) sm(k§t) dt = /51n(k;§t) dt + /(2 —t)sin(kt) d
0 0 1
u=2-—1t v’ = sin(kZt)
W =-1 v=—2cos(kZt)
1 2 2
. cos(k—t)| + [—(2— t)i cos(k—t)| — 2 /cos(kft) dt =
km 0 km 27), krm

Nakonec opét uré¢ime soucet. Nejprve nakreslime liché periodické prodlouZeni f (vlevo), pak nakreslime

soucet dle Jordanova kritéria.
f(t) F(t)
1 q
\ AN \ N 0 NN
“2\ 0 1 N3 4 5 N —2\ o 1 N3 4 5 N
—1 _

kosinova Fourierova rada:
Protoze hledame kosinovou fadu budou koeficienty by nulové

s

T2 1 2
O/f zo/ldt+l/(2—

V tomto pfipadé méame T' = 2, w =
Spoctéme koeficienty ag:

l\D\l\?

2 2
2
= /f coskt /cosktdt+/2—tcoskt)d
1

Q. = 2
0
u=2-—t v:cos(kgt)

'=-1 wv=Zsin(k3t)

) 2
= {:ﬂ sm(k;t)]o + {(2 - t)% sm(kzt)] 1 + % /Sin(k‘*t) dt =
1
= %sm(kjg) kism(kg) % {kzw cos(kzt)]j =
= —# [cos(lm) - cos(k:g)} = —% [(—l)k - cos(kg)} :

Pro vyslednou fadu tedy dostavame:

3 o0
e

[cos 2) — (1] cos(kgt) .



Nakonec uréime opét soucet. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouzeni f. ProtoZze sudé perio-
dické prodlouzeni funkce f je spojité, musi se soucet vysledné fady dle Jordanova kritéria rovnat tomuto
prodlouzeni.
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