1 Variace konstanty

Nejdriv spocitame jeden priklad na variaci konstant pro linearni diferencialni rovnici 2. fadu s kostantnimi
koeficienty.

Priklad 1 Najdéte obecné tesent rovnice:
y' +y=4sint.

Co se tyce existence Tfeseni, tak feSeni bude existovat na celé mnoziné realnych ¢isel, protoze funkce 4sint¢
je spojita na R.

Nejprve nalezneme fundamentélni systém, t.j. bazi pro podprostor vSech homogennich reseni dané
rovnice. Chrakteristicky polynom je A% + 1. Jeho kofeny jsou +j a —j. Z toho plyne, ze fundamentalni
systém nasi rovnice je mnozina {sint,cost}. Jakékoliv homogenni feSeni ma tedy tvar yp = asint+bcost
pro néjaka realna cisla a, b.

V dalsim kroku najdeme partikuldrni feseni pomoci variace konstanty. ReSeni tedy odhadujeme ve
tvaru y, = a(x)sint + b(x)cost, kde a(x) a b(x) jsou néjaké neznamé funkce nezavislé proménné z.
Abychom mohli odhadnuté feseni do nasi rovnice dosadit, musime spocitat jeho prvni a druhou derivaci.
Dostavame tedy

y, = a(x)cost — b(x)sint + a'(x) sint + b'(z) cost .

Abychom zjednodusili vypodet budeme vyzadovat od funkci a(x), b(z) aby splitovaly tuto rovnici o’ () sin t+
V'(z)cost = 0. Tim pddem mame y,, = a(x) cost — b(x)sint. Spocteme druhou derivaci y,:
y, = a/(x)cost — b'(z) sint — a(z) sint — b(z) cost.
Po dosazeni do rovnice vime z obecného postupu variace konstanty, ze dostaneme nasledujici rovnost:
a'(z)cost — b/ (z)sint = 4sint,

t.j. prvni pilka vyrazu druhé derivace y, se rovnd pravé strané zadané rovnice (z toho mimojiné plyne, ze
neni potfeba druhou pulku y, pocitat). Dame-li dohromady rovnice, které musi funkce a(x), b(z) spliiovat,
dostaneme nésledujici soustavu linearnich rovnic:

a'(x)sint + V' (x)cost = 0

a'(z)cost — b/ (z)sint = 4sint

Soustava mé feSeni, protoZze determinant jeji matice neni nic jiného nez Wronskian fundamentalniho
systému. Reseni najdeme bud dosazovaci metodou nebo pies Cramerovo pravidlo. Ukézi druhou moznost.
Determinant matice soustavy je:

_ | sint CO.St = —sin?t — cos?t = —1.
cost —sint
Determinant pro neznamou funkci o/ (z) je:
0 cost .
Da/‘ Asint —sint ‘4smtcost.
Determinant pro neznadmou funkei b'(z) je:
sint 0 2
Dy = cost 4sint ’—4sm t
Pro neznamé tedy dostavame:
D, —4sintcost Dy 4sin?t
a(z) = =% = ——— """ —4sintcost, b(x)= = = —4sin’t.

Integraci najdeme hledané funkce a(x), b(x).

a(x) :4/sintcostdt:4/udu:2sin2t,



kde pfi vypoctu integralu jsme pouzili substituci v = sint, du = cost dt. Pro b(z) mame:

1 — cos2t 1
b(x) =—4/sin2tdt:—4/%dt: 2 (t—2s1n2t> = sin2t — 2t.

Partikularni feSeni dastaneme dosazenim funkei a(z), b(x) do odhadu y,:
yp = 2sin® tsint 4 (sin 2t — 2t) cost = 2sin® ¢ + (sin 2t — 2t) cost .
Nakonec obecné feseni ziskdme jako soucet partikuldrniho a homogenniho feseni:

y=yp+yn= 2sin®t 4 (sin2t — 2t) cost + asint + beost, t € R.

2 Odhad reseni pro specialni pravou stranu

Nejprve si trochu zopakujeme teorii. Véta o odhadu feseni pro specidlni pravou stranu fika, ze pokud
méme linedrni difirencialni rovnici n-tého fadu s konstatnimi koeficienty

Y™ + a1y 4y + agy = b(x)

a jeji prava strana je ve tvaru kvazipolynomu, t.j. b(z) = e**[P(x) sin(fz) + Q(x) cos(Bz)] (kde P, Q jsou
polynomy), pak miZeme partikuldrni feSeni odhadnout ve tvaru:

y(x) = 2" [P(x) sin(B) + Q(x) cos(Bx)]

kde P,Q jsou polynomy stupné maximalné m = max{st(P),st(Q)} a k je ndsobnost ¢isla pravé strany
a + (37 jako kofene charakteristického polynomu dané diferencialni rovnice. Pokud o + (35 neni kofenem,
pak k = 0. Pro odhadnuti feseni tedy nejprve musime nalézt kofeny charakteristického polynomu. Zjistit,
jestli ¢islo pravé strany o+ 3j je kofenem, urcit jeho nasobnost (tzn. najit ¢islo k) a pak najit maximum
ze stupiii polynomt P(x) a Q(x) (t.j. ¢islo m).

V nasledujici tabulce jsou pro ¢tyfi rtizné levé strany linearnich direfencialnich rovnic a nékolik pravych
stran ukazany odhady Teseni podle vySe uvedené véty. Pod kazdou levou stranou rovnice jsou zaroven
uvedeny koreny charakteristického polynomu, jejich nasobnosti a odpovidajici fundamentalni systém. Pod

kazdou pravou stranou je uvedeno ¢islo pravé strany.

ym _ 4y/ y/// + 4y/ y// _ 2y/ +2y y// _ 4y/ + 4y
b(x) A=0,-2,2 A=0,-24,2j A=1+4+41—j A=2(2x)
{1,e72% 2%} {1, sin 2z, cos 2z} {e®sinz, e® cosz} {e?®, xe2®}

ze?® sinx e?*[(A+ Bzx)sinz e??[(A+ Bz)sinx e?*[(A+ Bx)sinz e??[(A+ Bz)sinx

2415 +(C + Dz) cos z] +(C + Dz) cos z] +(C + Dz) cos z] +(C + Dz) cos z]
2z

3262_ 0 (A + Bzx)e?® (A + Bx)e?® (A + Bx)e?® 22(A + Bx)e?®

13 sin 2z . . . .

0+ 2j Asin2x 4 B cos2x x[Asin 2z + B cos 2] Asin 2z + B cos 2z Asin2x 4 B cos 2z

e cosw . . . . * . z .

141 e”[Asinz + B cosz] e*[Asinz + B cosz] ze®[Asinz 4+ B cos ] e”[Asinz + B cosz]
2 _

gﬁ Ojl #[A + Bz + Ca? #[A + Bz + Ca? A+ Bz + Cx? A+ Bz + Caz?

2e” + sin 2z Ae® 4+ Bsin2x Ae® + a:[B sin 2x Ae® + Bsin 2z Ae® + Bsin2x

1,25 +C cos 2x +C cos 2z] +C cos 2z +C cos 2x

e* — 362&0 T 2z T 2z x 2z x 2 2z

12 Ae” + xBe Ae” + Be Ae” + Be Ae” 4+ z“Be

1+ ze~ 2" —2z —2z —2z —2z

0. —2 A+ z(B + Cx)e zA+ (B+ Cx)e A+ (B+ Cux)e A+ (B+ Cax)e

sin 2z + cosx Asin2x + Bcos 2z z[Asin 2z + B cos 2z] Asin2x + Bcos 2z Asin2x + Bcos 2z

23,7 +C'sinz + D cosz +C'sinx + D cosx +C'sinx + D cosz +C'sinx + D cosz

Tabulka 1: tabulka s odhady partikularnich feseni pro rizné levé a pravé strany.




Popisi podrobnéji jak se ziskalo nékolik odhada v tabulce 1. Pro prvni fadek a prvni sloupec vidime
(¢éislondno od nuly), Ze pravou stranu lze vyjadfit v nasledujicicm tvaru:

2

re?® singy = 27|

xsinlz + 0cos 1z].

Z toho plyne, ze ¢islo pravé strany a+ 33 je 2+ j. Vzhledem k tomu, Ze 2+ j neni kofenem char. polynomu,
bude ¢islo &k rovno 0. Déle polynom P(z) = x pfed sin 1la méa stuperi 1 a polynom Q(z) = 0 pfed cos 1z
m4 stuperi —1. To znamend, Ze ¢islo m = max{st(P),st(Q)} = 1. Budeme tedy polynomy P(z) a Q(x)
odhadovat jako polynomy stupné 1. Podle véty uvedené na zacatku této kapitoly bude odhad tedy vypadat
takto:

y(x) = 2°e**[(A + Bx)sinz + (C 4 Dz) cosz] = €**[(A + Bz)sinz + (C + Dx) cos ],

kde neznamé koeficienty A, B, C, D lze dopocitat po dosazeni do diferencialni rovnice.

Ukazme déle, jak 1ze obdrzet napf. posledni sloupec na druhém fadku. Pravou stranu mtzeme vyjadrit
jako ze?* = €2*[0sin 0z +  cos 0z]. To znamen4, Ze &islo pravé strany o+ 3j = 2+0;j = 2. Jeho nasobnost
k = 2, protoze 2 je dvojnasobny kofen char. polynomu levé strany v poslednim sloupci. Déle vidime, zZe
maximum m ze stupiiti polynomi P(x) =0 a Q(z) = = je opét 1. Odhad tedy bude vypadat takto:

y(x) = 2%e**[(C 4+ Dx)sin 0z + (A + Bx) cos 0x] = 2*(A + Bx)e?” .

Daéle zkusme najit odhad pro tieti fadek, druhy sloupec. Prava strana muZeme rozepsat ve tvaru
13sin 2z = €%%[13sin 22 + 0cos2z]. Cislo pravé strany je tedy 0 + 2j. Jeho nisobnost k = 1. Polynom
P(z) = 13 a Q(z) = 0. To znamen4, %e maximum m = 0, protoze stupel polynomu P(z) je 0. Odhad
tedy bude vypadat takto:

y(r) = 2'e®"[Asin 2z + B cos 2z] = x[Asin 2z + B cos 2] .

Nakonec zkusme najit odhad pro paty radek a prvni sloupec. Pravou stranu lze napsat ve tvaru
522 — 1 = €%%[0sin 0z + (522 — 1) cos 0z]. Cislo pravé strany tedy je 0+ 0j. Jeho nasobnost k = 1. Déle
maximum m = 2. Odhad tedy bude vypadat takto:

y(x) = 2'e®*[(D + Ex + Fx?)sin 0z + (A + Bz + Cx?) cos 0x] = 2(A + Bx + C2?).

V druhé piilce tabulky 1 jsou piiklady odhadd pouzivajici navic principu superpozice. Pfipomeiime,
co fika. Mé&jme linearni diferencidlni rovnici, kde prava strana lze vyjadrit jako soucet dvou funkci, t.j.

Y™ + a1y 4 ary + agy = bi(x) + ba(a).

Princip superpozice k4, ze pokud mame feseni y; (z) pro rovnici v +a, 1y V4 day +agy = by (z)
a feseni yo(z) pro rovnici y™ + a1y + -+ a1y’ + aoy = ba(x), pak yi(x) +ya(x) je Fedeni piivodni
rovnice y™ + a, 1y 4+ -+ ayy’ + apy = bi(x) + ba(z). Toho miizeme vyuzit nap¥. v ptipadech, kdy
na pravé strané lin. dif. rovnice mame soucet nékolika kvazipolynoms.

Ukazeme si toto pouziti na piikladech z tabulky 1. Za¢neme se Sestym Ffadkem a druhym sloupce (opét
¢islovano od nuly). Prava strana lze vyjadrit jako soucet dvou kvazipolynomi jako:

2" + sin 2z = €*[0sin 0z + 2 cos 0x] + €%“[1 sin 2z + 0 cos 2z] .

Odhadneme feseni pro kazdy kvazipolynom zvlast a jejich soucet nam da pozadované feSeni. Odhad pro
prvni kvazipolynom je #°e*[B sin 0z + A cos 0z] = Ae®, protoze ¢islo pravé strany pro prvni kvazipolynom
je 1, jeho ndsobnost k = 0 a stupefi polynomu Q(z) = 2 je 0. Odhad pro druhy je

x1e® [B sin 2z + C cos 2x] = x[Bsin 2z + C cos 2],

protoze ¢islo pravé strany pro druhy kvazipolynom je 27, jeho nasobnost £ = 1 a stupen polynomu
P(z) =1 je 0. Soucet obou odhadti ndm ted d4 vysledny odhad FeSeni

Ae” + z[Bsin 2z + C cos 2z] .

V jednotlivych odhadech jsme pouzili jind jména pro neznamé parametry, protoze odhady jsou na sobé
nezavislé.



Ukazme jesté, jak 1ze obdrzet odhad z predposledniho fadku a prvniho sloupce tabulky 1. Prava strana
lze vyjadrit jako:
14 ze™ 2" = %[0 sin 0z + 1 cos 0z] + e ~27[0sin 0z + x cos 0] .

Prvni odhad tedy bude z1e%*[D sin 0z + A cos 0z] = xA. Druhy odhad bude
2te™?*[(E + Fz)sin 0z + (B + Cz) cos 0x] = (B + Cx)e ",
Vysledny odhad bude opét souctem jednotlivych odhadd, t.j.
zA+x(B+ Cx)e 2.
Nakonec ukazi jak pouzit odhady v konkrétnich ptikladech.
Priklad 2 Vyreste ndsledujici rovnici pro poédtecni podminky y(0) = 1, y'(0) = 0.
y' 4+ 2y +y=4cosx.

Funkce 4 cos z je spojita na R, takze i feseni bude existovat a bude jednoznac¢né na R.

Nejprve nalezneme fundamentalni systém a tudiz i vSechna homogenni feseni. Charakteristicky poly-
nom pro tuto rovnici je A2 4+ 2\ +1 = (A +1)2. Ten mé4 jeden koien A\ = —1, ktery je dvojnasobny. Z toho
plyne, ze fundamentalni systém bude vypadat takto {e~*, ze~*}. Homogenni feSeni lze tedy vyjadtit jako
linearni kombinace prvkia fundamentalniho systému, t.j. y, = ae™® + bxre™".

Protoze prava strana nasi rovnice je ve tvaru kvazipolynomu, mtzeme odhadnout partikuladrni feSeni
pomoci postupu, ktery byl popsan na zac¢atku kapitoly. Protoze 4 cos z = €%*[0sin x + 4 cos x|, bude odhad
vypadat takto y, = Asinx + B cosz. Dosadime nyni tento odhad do nasi rovnice. Musime tedy spocitat
prvni a druhou derivaci y,,.

y, = Acosz— Bsinx
y, = —Asinz— Bcosz

Po dosazeni do rovnice dostaneme:
—Asinz — Beosz + 2(Acosx — Bsinz) + Asina + Bcosz =4 cosx .

Po tpravé tedy mame:
2Acosx —2Bsinx = 4cosx + 0sinx .

Porovnanim koeficientii u funkci sinz a cosx na obou strandch rovnice vidime, ze 2A = 4 a —2B = 0.
Takze A =2 a B = 0. Po dosazeni do odhadu mame y, = 2sinz.
Obecné feseni dostaneme jako soucet y, a yx:

y(x) = yp(z) + yn(zr) = 2sinz +ae”* + bre™®, z € R.

Nakonec zbyva z pocatecnich podminek dopocitat konstanty a,b. Najdeme nejprve prvni derivaci
obecného feseni.

y' () =2cosz —ae™ " +be”" —bre ™ =2cosx —ae T +b(l —xz)e 7.

Dosadime po¢. podminky do vyrazi pro y(z) a y'(x).

1 = 2sin0+ae’ +b0e° =a
0 = 2cos0—ae® +b(1-0)’=2—a+b
Reseni této soustavy lin. rovnic je a = 1 a b = —1. Hledané feSeni tedy je:

x

y(x) =2sinc+e * —ze™®, z €R.

Priklad 3 Vyreste ndsledugici rovnici pro poédtecni podminky y(0) =1, y'(0) =

D=

y' -y —2y=a—e 2",



Funkce x — e~ 2% je spojitad na R, takZe i feSeni bude existovat a bude jednoznaéné na R.

Nejprve nalezneme fundamentalni systém a tudiz i vSechna homogenni feseni. Charakteristicky poly-
nom pro tuto rovnici je A2 — A — 2. Ten ma dva realné jednonésobné kofeny A = —1,2. Z toho plyne, ze
fundamentalni systém bude vypadat takto {e~%,e2*}. Homogenni fefeni lze tedy vyjadfit jako linearni
kombinace prvka fundamentalniho systému, t.j. y, = ae™® + be?®.

Protoze prava strana nasi rovnice je soucCet dvou kvazipolynomi, muzeme odhadnout partikularni
feseni pomoci postupu, ktery byl popsan na zacatku kapitoly. Protoze

x — e ?* = e[0sin 0z + z cos 0z] + e 2*[0sin 0x + (—1) cos 0z]

bude odhad vypadat takto y, = A + Bz 4+ Ce™2*. Dosadime nyni tento odhad do nasi rovnice. Musime
tedy spocitat prvni a druhou derivaci y,.

yz’) = B-2Ce %
y, = 4Ce=2®

Po dosazeni do rovnice dostaneme:
4Ce " — (B —2Ce ") —2(A+ Bz + Ce ) =z —e 2",

Po tpravé tedy mame:
—2A—B—2Br+4Ce ™ =0-1+z—e .

Porovnanim koeficient u funkei z, e=2% a konstatni funkce 1 na obou stranich rovnice vidime, Ze

—-2A-B = 0
2B =
4C = -1
Takze A= 1, B=—-1aC = -1 Po dosazeni do odhadu méme y, = 1+ — 2z — 172

Obecné feSeni dostaneme jako soucet y, a yx:

1 1 1
y(@) = yp() +yn(z) = 7 — 50— Ze’zﬂ” +ae™" +be* | z e R.
Nakonec zbyva z pocatecnich podminek dopocditat konstanty a,b. Najdeme nejprve prvni derivaci

obecného feseni.

1 1
y'(x) = 5+ 56_2$ —ae”" + 2be*” .

Dosadime po¢. podminky do vyrazi pro y(z) a y'(x).

1 1
1 = Z—O—Eeo—&—aeo—kbeoza—i—b
1 1 1, 0 0
2 2—|—2€ ae’ + 2be a+2b

Reseni této soustavy lin. rovnic je a = % ab= % Hledané feseni tedy je:

1 1 1 1 1
y(z) == — 2%~ eI —emT 4 —e?®

_t R.
4 1 2 g¢ T E

Priklad 4 Vyfeste ndsledujici rovnici pro poédtecni podminky y(0) = 3, y'(0) = —2.
Yy 4+ 2y + 5y =3e “sinz.

Funkce 3e™ " sinz je spojitd na R, takze i feSeni bude existovat a bude jednoznacné na R.

Nejprve nalezneme fundamentalni systém a tudiz i vSechna homogenni feseni. Charakteristicky poly-
nom pro tuto rovnici je A2 + 2\ + 5. Ten méa dva komplexné sdruzené jednonasobné kofeny A = —1 £ 2j.
Z toho plyne, ze fundamentalni systém bude vypadat takto {e~* sin 2z, e~ " cos 2z }. Homogenni feeni lze
tedy vyjadrit jako linedrni kombinace prvkiu fundamentalniho systému, t.j. y, = ae™* sin 2z + be ™" cos 2.



Protoze prava strana nas$i rovnice je kvazipolynom, muzeme odhadnout partikularni feSeni pomoci
postupu, ktery byl popsan na zacatku kapitoly. Protoze

3e ™ sinx = e *[3sinz 4+ 0cos ],

bude odhad vypadat takto y, = e *[Asinz + Bcosxz] = Ae “sina + Be * cosz. Dosadime nyni tento
odhad do nasi rovnice. Musime tedy spo¢itat prvni a druhou derivaci y,,.

y, = —Ae Tsinz+ Ae "cosx — Be Tcosz — Be “sinz = (A— B)e “cosz — (A+ B)e “sinx
y, = —(A—B)e “cosz—(A—B)e "sinz+ (A+ B)e “sinz — (A+ B)e “cosz =

= 2Be *sinx — 2Ae " cosx
Po dosazeni do rovnice dostaneme:
2Be” “sinz — 2Ae” “cosz + 2 ((A— B)e “cosz — (A+ B)e “sinz) + 5(Ae” “sinz + Be “cosz) = 3¢ “sina.

Po tpravé tedy mame:
3Ae Fsinx + 3Be *cosx =3¢ “sinx.

Porovnanim koeficientti u funkci e™® sinx a e~% cos x na obou stranach rovnice vidime, ze

3A = 3
3B =

Takze A =1 a B = 0. Po dosazeni do odhadu mame ¥, = e"*sinx.
Obecné Teseni dostaneme jako soucet y, a yp:

y(@) = yp(z) +yn(z) = e *sinz + ae” “sin2x + be” “cos2z, = € R.

Nakonec zbyva z pocatecénich podminek dopocitat konstanty a,b. Najdeme nejprve prvni derivaci
obecného feseni.

y'(z) = —e “sinx + e " cosz — ae” ¥ sin 2z + 2ae”* cos 2z — be”” cos 2x — 2be” ¥ sin 2z .
Dosadime po¢. podminky do vyrazi pro y(z) a y'(x).

3 = €%sin0+ ae’sin0+ be® cos0 = b
—2 = —e%sin0+e®cos0 — ae’sin0 + 2ae® cos 0 — be® cos 0 — 2be® sin0 = 1+ 2a — b

Reseni této soustavy lin. rovnic je a = 0 a b = 3. Hledané feseni tedy je:

y(z) = e “sinx + 3e “cos2z, x € R.



