
1 Formule predikátové logiky

Jazyk predikátové logiky L se skládá z logických symbol̊u (objektové proměnné, logické spojky,
kvantifikátory), mimologických symbol̊u (predikátové, funkčńı a konstatńı symboly) a pomocných
symbol̊u (závorky a čárka).

Termy jazyka L (L-termy) se definuj́ı induktivně pomoćı objektových proměnných, konstantńıch
a funčńıch symbol̊u takto: (1) každá proměnná a konstatńı symbol je term; (2) pokud t1, . . . , tn
jsou termy a f je n-árńı funkčńı symbol, pak f(t1, . . . , tn) je term.

Mějme n-árńı predikátový symbol P a termy t1, . . . , tn. Pak P (t1, . . . , tn) je atomická formule.
Pojem formule se opět definuje induktivně takto: (1) každá atomická formule je formule; (2) pokud
ψ je formule, pak ¬ψ, ∀xψ, ∃xψ jsou formule; (3) pokud ϕ a ψ jsou formule, pak ϕ ◦ψ je formule
pro ◦ ∈ {∧,∨,⇒,⇔}.

Př́ıklad 1.1 Pro následuj́ıćı formule napǐste jaké termy se v nich nacházej́ı a vyjmenujte všechny
jej́ı podformule.

1. ϕ = ¬∃x∀y((x · (y + y) ≤ x+ y) ∧ (x = y + 1)), jazyk formule ϕ obsahuje konstatńı symbol
1, binárńı funkčńı symboly +, · a binárńı predikátové symboly ≤,=.

2. ψ = ∀x(P (f(c), g(f(x), x)) ⇒ ∃yQ(g(f(f(x)), f(y)), c, c)), jazyk formule ψ obsahuje kon-
statńı symbol c, unárńı funkčńı symbol f , binárńı funkčńı symbol g, binárńı predikátový
symbol P a ternárńı predikátový symbol Q.

Řešeńı

1. Termy vyskytuj́ıćı se ve formuli ϕ jsou argumenty predikátových symbol̊u, tj. x·(y+y), x+y,
x, y+ 1. Podformule ϕ jsou x · (y+ y) ≤ x+ y, x = y+ 1, (x · (y+ y) ≤ x+ y)∧ (x = y+ 1),
∀y((x · (y + y) ≤ x+ y) ∧ (x = y + 1)), ϕ.

2. Termy vyskytuj́ıćı se ve formuli ψ jsou argumenty predikátových symbol̊u, tj. f(c), g(f(x), x),
g(f(f(x)), f(y)), c. Podformule ψ jsou P (f(c), g(f(x), y)), Q(g(f(f(x)), f(y)), c, c),
∃yQ(g(f(f(x)), f(y)), c, c), P (f(c), g(f(x), x)) ⇒ ∃yQ(g(f(f(x)), f(y)), c, c), ψ.

Př́ıklad 1.2 Určete, které z následuj́ıćıch formuĺı jsou sentence. U každého výskytu proměnné
uved’te, jestli je volný nebo vázaný.

1. ϕ = ∀y∃z(∃xP (y, x, z)∨¬P (f(x), f(y), z)), kde P je ternárńı predikátový symbol a f unárńı
funkčńı symbol.

2. ϕ = ¬∀xQ(x) ⇔ ∀y∃x(¬Q(x) ⇒ R(x, y)), kde Q je unárńı predikátový symbol, R je binárńı
predikátový symbol.

3. ϕ = Q(a) ⇒ (R(g(f(a), b), b) ∧ ¬Q(b)), kde a, b jsou konstatńı symboly, Q je unárńı pre-
dikátový symbol, R je binárńı predikátový symbol a f je unárńı funkčńı symbol.

Řešeńı

1. V tomto př́ıpadě všechny výskyty proměnných y, z jsou vázané. Proměnná x má prvńı dva
výskyty vázané a posledńı volný. Protože formule ϕ obsahuje alespoň jeden volný výskyt, ϕ
neńı sentence.

2. V tomto př́ıpadě jsou všechny výskyty vázané, tud́ıž je ϕ sentence.

3. V posledńım př́ıpadě ϕ neobsahuje žádné volné výskyty, protože neobsahuje žádné proměnné.
Tud́ıž je ϕ sentence.
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2 Pravdivost formuĺı ve struktuře

Než uvedeme konkrétńı př́ıklady, zopakujme si definici pravdivosti ve struktuře. Necht’ L je nějaký
jazyk. Strukturu A pro jazyk L (L-struktura) tvoř́ı množina prvk̊u A (zvaná univerzum) a zob-
razeńı, které přǐrazuje každému konstantńımu symbolu a ∈ L prvek aA ∈ A, každému n-árńımu
predikátovému symbolu P ∈ L přǐrad́ı n-árńı relaci PA ⊆ An a každému n-árńımu funkčńımu
symbolu f ∈ L přǐrad́ı zobrazeńı fA : An → A.

Př́ıklad 2.1 Př́ıkladem struktury pro jazyk obsahuj́ıćı konstantńı symboly a, b, binárńı predikátový
symbol P a binárńı funkčńı symbol f , je např. čtveřice R = 〈R, aR, bR, PR, fR〉, kde R je množina
reálných č́ısel, aR = 1, bR = 5, PR = {(c, d) ∈ R2 | c ≤ d} a fR(c, d) = c+ d, tj. P se interpretuje
jako binárńı relace “menš́ı nebo rovno” a f jako sč́ıtáńı.

Pokud máme danou strukturu A pro jazyk L, můžeme určit hodnotu každého termu, pokud
neobsahuje proměnné. Hodnota tA termu t ve struktuře A je definována induktivně, tj.

• pokud t = a, kde a je konstantńı symbol, pak tA = aA,

• pokud t = f(t1, . . . , tn), kde f je n-árńı funkčńı symbol, pak tA = fA(tA
1
, . . . , tAn ).

Př́ıklad 2.2 Vezměme interpretaci R definovanou výše. Pak hodnota termu t = f(f(a, f(b, a)), b)
je

tR = fR(fR(aR, fR(bR, aR)), bR) = (1 + (5 + 1)) + 5 = 12 .

Nyńı již můžeme definovat pojem pravdivosti sentence ϕ v dané L-struktuře A (znač́ıme A |=
ϕ). Nejprve rozš́ı̌ŕıme náš jazyk L o nové konstatńı symboly, LA = {ca | a ∈ A}, a definujeme LA-
strukturu AC . Ta interpretuje konstantńı symboly ca jako a (tj. cAC

a = a) a zbytek se interpretuje
stejně jako ve struktuře A. Pravdivost ϕ ve struktuře A se potom definuje pomoćı struktury AC .

• pokud ϕ = P (t1, . . . , tn), kde P je n-árńı predikátový symbol a t1, . . . , tn termy, pak A |= ϕ
právě tehdy, když (tA

1
, . . . , tAn ) ∈ PA,

• pokud ϕ = ¬ψ, kde ψ je formule, pak A |= ϕ právě tehdy, když A 6|= ψ,

• pokud ϕ = ψ ◦ χ, kde ψ, χ jsou formule a ◦ ∈ {∧,∨,⇒,⇔}, pak se pravdivost ϕ urč́ı z
pravdivost́ı ψ a χ stejně jako ve výrokové logice.

• pokud ϕ = ∀xψ(x), kde ψ je formule a x proměnná, pak A |= ϕ právě tehdy, když pro
všechny a ∈ A plat́ı AC |= ψ(ca).

• pokud ϕ = ∃xψ(x), kde ψ je formule a x proměnná, pak A |= ϕ právě tehdy, když existuje
a ∈ A takové, že AC |= ψ(ca).

Abychom zjednodušili notaci, budeme jména ca prvk̊u a ztotožňovat. Bude pak možno psát, že
A |= ∀xψ(x) právě tehdy, když pro všechny a ∈ A plat́ı AC |= ϕ(a).

Pojem pravdivosti rozšǐrujeme i na formule s volnými výskyty proměnných. Necht’ ϕ(x1, . . . , xn)
je formule, kde proměnné x1, . . . , xn se vyskytuj́ı volně ve ϕ. Pak definujeme A |= ϕ(x1, . . . , xn)
právě tehdy, když A |= ∀x1 · · · ∀xnϕ(x1, . . . , xn).

Př́ıklad 2.3 Mějme jazyk obsahuj́ıćı jeden binárńı predikátový symbol Q a k němu strukturu
A = 〈A,QA〉, kde A = {0, 1, 2, 3} a QA = {(0, 2), (1, 2), (2, 2), (2, 3)}. Zjistěte pro následuj́ıćı
sentence, jestli jsou pravdivé v A.

a) ϕ = ∃x∀y ¬Q(x, y).

b) ϕ = ∃x∃y(Q(x, y) ∧Q(y, x)).

c) ϕ = ∃x∀y(Q(x, y) ⇔ ¬Q(y, y)).
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Řešeńı

a) A |= ϕ právě tehdy, když existuje prvek univerza a ∈ A takový, že pro všechny prvky
univerza b ∈ A plat́ı, že (a, b) 6∈ QA. Jinými slovy existuje a ∈ A takové, že všechny dvojice
prvk̊u z univerza, které maj́ı jako prvńı složku a, nepatř́ı do QA. Vid́ıme tedy, že pro a = 3 je
toto splněno, protože QA neobsahuje žádnou dvojici s prvńı složkou rovnou 3. Takže A |= ϕ.

b) A |= ϕ právě tehdy, když existuj́ı prvky univerza a, b ∈ A takové, že (a, b) ∈ QA a zároveň
(b, a) ∈ QA. Jinými slovy sentence ř́ıká, že existuje dvojice v QA taková, že i jej́ı varianta s
přehozenými složkami je také v QA. Vid́ıme, že jediná dvojice, která toto splňuje je (2, 2) ∈
QA. Takže pro a = b = 2 plat́ı, že (a, b) ∈ QA a (b, a) ∈ QA, tj. A |= ϕ.

c) A |= ϕ právě tehdy, když existuje prvek univerza a ∈ A takový, že pro všechny prvky
univerza b ∈ A plat́ı, že (a, b) ∈ QA právě tehdy, když (b, b) 6∈ QA. Tzn. že bud’ (a, b) ∈ QA

a zároveň (b, b) 6∈ QA nebo (a, b) 6∈ QA a zároveň (b, b) ∈ QA (napǐste si DNF výrokové
formule α⇔ ¬β). Probereme jednotlivé možnosti pro prvek a.

a = 0: Vid́ıme, že (0, 2) ∈ QA a zároveň (2, 2) ∈ QA. Takže prvek a = 0 nesplňuje naš́ı
podmı́nku.

a = 1: Podobně jako minule máme (1, 2) ∈ QA a zároveň (2, 2) ∈ QA, takže ani pro a = 1 to
neplat́ı.

a = 2: Stejně tak tady máme (2, 2) ∈ QA a zároveň (2, 2) ∈ QA, takže zase nic.

a = 3: V tomto př́ıpadě neexistuje dvojice v QA, která by měla na prvńı složce 3. Nicméně
vid́ıme, že např pro (3, 0) 6∈ QA a zároveň (0, 0) 6∈ QA. Takže v tomto př́ıpadě neńı
naše podmı́nka splněna.

Shrnuto vše dohromady, A 6|= ϕ, protože pro žádnou možnou hodnotu a nebylo splněno
AC |= ∀y(Q(a, y) ⇔ ¬Q(y, y)).

Př́ıklad 2.4 Mějme interpretaci R z př́ıkladu 2.1. Pro každou následuj́ıćı formuli ϕ, zda-li plat́ı
R |= ϕ.

a) ϕ = P (f(x, y), a) ∧ ¬P (a, y).

b) ϕ = ∃y(P (f(x, y), a) ∧ ¬P (a, y)).

c) ϕ = ∀x∀y((P (x, a) ∧ P (a, y)) ⇒ P (x, y)).

Řešeńı

a) Protože ϕ neńı sentence, zjǐst’ujeme tedy, jestli plat́ı R |= ∀x∀yϕ(x, y). Připomeňme, že P se
interpretuje v R jako ≤, f jako + a a jako 1. Formule ϕ je tedy pravdivá v R právě tehdy,
když pro všechny r, s ∈ R plat́ı RC |= P (f(r, s), a) ∧ ¬P (1, s), tj. pro všechny r, s ∈ R plat́ı
r + s ≤ 1 a 1 > s. To ale neplat́ı, protože např. pro s = 2 neńı pravda, že 1 > s. Tud́ıž
R 6|= ϕ.

b) V tomto př́ıpadě máme stejnou formuli jako předt́ım, až na existenčńı kvantifikátor na
začátku formule. Proměnná y ted’ neńı volná, takže nyńı zjǐst’ujeme, jestli R |= ∀xϕ(x).
Podobně jako v předchoźım bodě, R |= ∀xϕ(x) právě tehdy, když pro všechny r ∈ R exis-
tuje s ∈ R takové, že r + s ≤ 1 a 1 > s. Takové s ∈ R existuje. Abychom splnili nerovnici
r + s ≤ 1, muśı platit s ≤ 1 − r. Stač́ı tedy vźıt za s libovolné reálné č́ıslo ostře menš́ı
min{1 − r, 1}. Tud́ıž R |= ϕ.

c) Formule ϕ je v tomto př́ıpadě sentence. Podle definice pravdivosti R |= ϕ právě tehdy, když
pro všechny r, s ∈ R plat́ı RC |= (P (r, a) ∧ P (a, s)) ⇒ P (r, s). To znamená, že pro všechny
r, s ∈ R muśı platit, že r ≤ 1 a 1 ≤ s implikuje r ≤ s. To ale plat́ı, protože ≤ je tranzitivńı
binaárńı relace na R. Tud́ıž R |= ϕ.
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Př́ıklad 2.5 Mějme jazyk obsahuj́ıćı binárńı predikátový symbol =, binárńı funkčńı symbol · a
konstantńı symbol 0. Necht’ Q = 〈Q, ·, 0〉 je struktura, kde Q je množina racionálńıch č́ısel, · je
běžné násobeńı racionálńıch č́ısel a 0 je racionálńı č́ıslo nula. Zjistěte pro následuj́ıćı sentence, jestli
jsou pravdivé v Q.

a) ∀x∃y(y · y = x).

b) ∀x∀y(¬(x = 0) ⇒ ∃z(x · z = y)).

Řešeńı

a) Přečteme si, co sentence a) ř́ıká. Pro každé racionálńı č́ıslo p existuje racionálńı č́ıslo q takové,
že q · q = p. To ale neplat́ı, protože např. pro p = 2 neexistuje racionálńı č́ıslo q takové, že
q · q = 2. Takže sentence z bodu a) neńı pravdivá v Q.

b) Přečteme si opět, co sentence b) ř́ıká. Pro každá racionálńı č́ısla p, q pokud p 6= 0, pak
existuje racionálńı č́ıslo r takové, že p · r = q. Toto tvrzeńı je pravdivé, protože když p 6= 0,
můžeme za r vźıt pod́ıl q

p
∈ Q. Pak je totiž splněno p · q

p
= q. Takže sentence z bodu b) je

pravdivá v Q.

Př́ıklad 2.6 Mějme jazyk obsahuj́ıćı binárńı predikátové symboly ≤,= a struktury N = 〈N,≤〉,
Z = 〈Z,≤〉, Q = 〈Q,≤〉, kde N je množina přirozených č́ısel, Z je množina celých č́ısel, Q množina
racionálńıch č́ısel a ≤ je běžné uspořádáńı.

1. Najděte sentenci ϕ takovou, že Z |= ϕ a N 6|= ϕ.

2. Najděte sentenci ψ takovou, že Q |= ψ a Z 6|= ψ.

Řešeńı Obecně v takovýchto typech př́ıklad̊u muśıme naj́ıt nějakou vlastnost, kterou se jednotlivé
struktury lǐśı, a pak se j́ı snažit popsat v daném jazyce.

1. Typická vlastnost, která odlǐsuje N od Z, je existence nejmenš́ıho prvku. Vı́me, že 0 je
nejmenš́ı prvek N, kdežto celá č́ısla nejmenš́ı prvek nemaj́ı. Sentence ϕ by tedy měla vy-
jadřovat neexistenci nejmenš́ıho prvku. Pak bude platit v Z a nebude platit v N. Prvek a je
nejmenš́ı v̊uči ≤, pokud plat́ı ∀y(a ≤ y). Když chceme ř́ıci, že neexituje takové a, dostaneme
sentenci

ϕ = ¬∃x∀y(x ≤ y) .

2. Nyńı potřebujeme rozlǐsit racionálńı a celá č́ısla. Typickou vlastnost́ı odlǐsuj́ıćı tyto množiny
je tato vlastnost: pro každé dvě č́ısla a, b takové, že a < b, existuje c takové, že a < c < b.
Tuto vlastnost maj́ı racionálńı č́ısla a nemaj́ı ji celá č́ısla. Popǐsme tuto vlastnost pomoćı
formule. Nejprve si ukažme jak vyjádřit, že a je ostře menš́ı než b. To lze zapsat takto
(a ≤ b) ∧ ¬(a = b). Označme ψ<(x, y) formuli (x ≤ y) ∧ ¬(x = y).

∀x∀y(ψ<(x, y) ⇒ ∃z(ψ<(x, z) ∧ ψ<(z, y))) .

Rozepsano

∀x∀y
(

(

(x ≤ y) ∧ ¬(x = y)
)

⇒ ∃z
(

(x ≤ z) ∧ ¬(x = z) ∧ (z ≤ y) ∧ ¬(z = y)
)

)

.

3 Tautologie, kontradikce, splnitelné sentence

Připomeňme, že sentenci ϕ nazýváme tautologie, pokud je pravdivá v každé struktuře. Naopak
ϕ nazýváme nesplnitelnou sentenćı (také kontradikćı), pokud neńı pravdivá v žádné struktuře.
Sentence, které jsou pravdivé alespoň v jedné struktuře nazýváme splnitelné. Všimněte si, že
speciálně každá tautologie je i splnitelná, ale splnitelná nemuśı být tautologie.
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Př́ıklad 3.1 Zjistěte pro každou následuj́ıćı sentenci, jestli je tautologie, kontradikce nebo splni-
telná (ale ne tautologie).

a) ∃xP (x) ⇒ ∀xP (x).

b) ∀x(P (x) ∧Q(x)) ⇔ (∀xP (x) ∧ ∀xQ(x)).

c) ∀x(P (x) ∨Q(x)) ⇒ (∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)).

d) ∀xP (x) ∧ ∃x¬P (x).

e) ∃x∀y Q(x, y) ⇒ ∃z Q(z, z).

f) ∀x∃y Q(x, y) ⇒ ∃z Q(z, z).

g) ∃x
(

Q(x, f(x)) ⇒ Q(f(x), f(x))
)

.

Řešeńı

a) Sentence ř́ıká, že pokud existuje prvek univerza, který má vlastnost P , pak už ji muśı mı́t
všechny prvky. Taková věc samozřejmě nemuśı platit vždy, např. ve struktuře N = 〈N, PN〉,
kde PN = {2n | n ∈ N} je množina sudých přirozených č́ısel, to neplat́ı, protože existuje
sudé přirozené č́ıslo (např. 2), ale neńı pravda, že všechny přirozená č́ısla jsou sudá (např.
3). Sentence tedy nemůže být tautologie. Sentence je tedy bud’ kontradikce nebo splnitelná.
Protože implikaci utvoř́ıme jednoduše pravdivou, pokud učińıme jej́ı předpoklad nepravdivý,
je zřejmé, že existuje interpretace, kde je naše sentence pravdivá. Např. pro N′ = 〈N, PN

′

〉,
kde PN

′

= ∅, je ∃xP (x) nepravdivá, a tud́ıž je naše sentence v této interpretaci pravdivá.
Shrnuto sentence z bodu a) je splnitelná, ale ne tautologie.

b) Sentence z bodu b) je ekvivalence. Ta je pravdivá pokud jsou bud’ oba jej́ı argumenty prav-
divé nebo oba nepravdivé. Necht’ A = 〈A,PA, QA〉 je libovolná struktura. Pod́ıváme se,
jestli může být tato podmı́nka splněna.

Nejprve předpokládejme, že A |= ∀x(P (x) ∧ Q(x)). Muśıme ukázat, že i A |= ∀xP (x) ∧
∀xQ(x). Z pravdivosti ∀x(P (x) ∧ Q(x)) plyne, že pro každý prvek a ∈ A plat́ı, že a ∈ PA

a zároveň a ∈ QA. Jinými slovy PA = QA = A. Z toho ale plyne, že A |= ∀xP (x) a
zrovna tak A |= ∀xQ(x). Tud́ıž je v této struktuře pravdivá i konjunkce těchto sentenćı
∀xP (x) ∧ ∀xQ(x).

Nyńı předpokládejme, že A 6|= ∀x(P (x)∧Q(x)). Tj. existuje prvek a ∈ A takový, že a 6∈ PA

nebo a 6∈ QA. Předpokládejme, že např. a 6∈ PA (druhý př́ıpad by se dělal analogicky). Tzn.
že PA 6= A, a tedy A 6|= ∀xP (x). Tud́ıž je v této struktuře nepravdivá i konjunkce sentenćı
∀xP (x) ∧ ∀xQ(x).

Ukázali jsme, že oba argumenty ekvivalence jsou bud’ oba pravdivé nebo oba nepravdivé v
libovolné struktuře. Tzn. že sentence z bodu b) je tautologie.

c) Sentence z bodu c) je implikace, která je pravdivá, pokud ukážeme, že z pravdivosti jej́ıho
předpokladu plyne pravdivost jej́ıho závěru. Necht’ A = 〈A,PA, QA〉 je libovolná struktura.
Předpokládejme, že A |= ∀x(P (x)∨Q(x)). Tzn. že pro každý prvek univerza a ∈ A plat́ı, že
a ∈ PA nebo a ∈ QA. Jinými slovy PA ∪ QA = A. Pod́ıvejme se, jestli za této podmı́nky
muśı platit závěr naš́ı implikace ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x). Aby byla sentence ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)
pravdivá muselo by platit PA = A nebo QA = A. Takové tvrzeńı, ale z našeho předpokladu
PA ∪ QA = A neplyne. Např. pro A = N, PA = {2n | n ∈ N} sudá přirozená č́ısla a
QA = N \ PA lichá přirozená č́ısla, máme PA ∪ QA = N, ale neńı pravda, že by všechna
č́ısla byla sudá nebo lichá, tj. PA 6= A a QA 6= A.

Sentence z bodu c) tedy neńı tautologie. Nicméně je splnitelná. Pokud bychom např. vzali
A = N, PA = N a za QA cokoli, pak je závěr naš́ı implikace ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x) pravdivý v
A, a tud́ıž je pravdivá i celá implikace. Shrnuto sentence z bodu c) neńı tautologie, ale je
splnitelná, protože existuje struktura, kde je pravdivá.
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d) Sentence z bodu d) je konjunkce, která je pravdivá, pokud jsou pravdivé oba jej́ı argumenty
∀xP (x) a ∃x¬P (x). Oba argumenty jsou zřejmě splnitelné sentence, ale ne tautologie. Celá
konjunkce tedy nemůže být tautologie. Pod́ıvejme se, jestli je možné naj́ıt strukturu, kde
jsou pravdivé oba tyto argumenty. Necht’ A = 〈A,PA〉 je libovolná struktura. Pokud A |=
∀xP (x), pak PA = A. Naopak pokud A |= ∃x¬P (x), pak existuje prvek a ∈ A takový,
že a 6∈ PA, tj. PA 6= A. Vid́ıme, že podmı́nky PA = A a PA 6= A nelze splnit zároveň.
Z toho plyne, že v každé interpretaci, kde je ∀xP (x) pravdivé neńı pravdivé ∃x¬P (x) a
naopak. Neboli neexistuje struktura, kde by byly pravdivé obě sentence ∀xP (x) a ∃x¬P (x).
Sentence z bodu d) je tedy nesplnitelná.

e) Sentence z bodu e) je implikace, která je nepravdivá jedině tehdy, když má pravdivý předpoklad
a nepravdivý závěr. Necht’ A = 〈A,QA〉 je struktura taková, že A |= ∃x∀y Q(x, y). Zjist́ıme,
jestli může nastat A 6|= ∃z Q(z, z). Z předpokladu A |= ∃x∀y Q(x, y) plyne, že existuje a ∈ A
takový, že pro všechna b ∈ A máme (a, b) ∈ QA. Speciálně tedy pro b = a máme (a, a) ∈ QA.
Tud́ıž A |= ∃z Q(z, z). Zjistili jsme tedy, že pokud v nějaké struktuře je předpoklad impli-
kace pravdivý, je tam pravdivý i závěr. Sentece z bodu e) je tedy tautologie, protože v
libovolné strutuře bud’ plat́ı předpoklad, a pak plat́ı i závěr, nebo neplat́ı předpoklad, a pak
je implikace pravdivá nezávisle na závěru.

f) Sentence z bodu f) se lǐśı od bodu e) jen prohozeńım kvantifikátor̊u v předpokladu implikace.
Podobně jako předt́ım necht’ A = 〈A,QA〉 je struktura taková, že A |= ∀x∃y Q(x, y). To
znamená, že pro každý prvek a ∈ A existuje prvek ba ∈ A takový, že (a, ba) ∈ QA. Všiměte si,
že prvek ba je indexován prvkem a a to z toho d̊uvodu, že pro r̊uzné prvky a, a′ ∈ Amohou být
obecně prvky ba, ba′ r̊uzné. Ptáme se, jestli za tohoto předpokladu muśı platit A |= ∃z Q(z, z),
tj. jestli muśı existovat prvek c ∈ A takový, že (c, c) ∈ QA. Takový prvek, ale zřejmě existovat
nemuśı. Uvažujme např. strukturu, kde A = {0, 1} a QA = {(0, 1), (1, 0)}. Pak plat́ı, že pro
každý prvek a ∈ A existuje ba ∈ A takové, že (a, ba) ∈ QA (konkrétně pro a = 0 máme
ba = 1 a pro a = 1 máme ba = 0) a zároveň neexistuje c ∈ A takové, že (c, c) ∈ QA. V této
struktuře tedy sentence z bodu f) neplat́ı, a tud́ıž to neńı tautologie. Nicméně je to splnitelná
sentence, protože bude pravdivá např. v každé struktuře, kde bude pravdivý závěr implikace.
Tedy např. pro jednoprvkovou strukturu A = 〈A,QA〉, kde A = {0} a QA = {(0, 0)}.

g) Necht’ A = 〈A,QA, fA〉 je struktura, tj. QA ⊆ A × A a fA : A → A. Podle definice prav-
divosti A |= ∃x

(

Q(x, f(x)) ⇒ Q(f(x), f(x))
)

právě tehdy, když existuje a ∈ A takové, že
AC |= Q(a, f(a)) ⇒ Q(f(a), f(a)). Pokud by existovalo a ∈ A takové, že (a, fA(a)) 6∈ QA,
pak by byl neplatný předpoklad Q(a, f(a)) a implikace by tud́ıž byla pravdivá, tj. platilo
by A |= ∃x

(

Q(x, f(x)) ⇒ Q(f(x), f(x))
)

. To nastává např. v každé struktuře, kde QA = ∅.
Sentence z bodu g) je tedy splnitelná. Zjistěme, jestli je to tautologie. Předpokládejme, že
A je struktura, kde pro všechny a ∈ A máme (a, fA(a)) ∈ QA, tzn. předpoklad impli-
kace Q(a, f(a)) je splněn pro každé a ∈ A. Z tohoto předpokladu plyne, že fA ⊆ QA,
když chápeme zobrazeńı fA jako binárńı relaci na A. Plyne ale z tohoto předpokladu,
že (fA(a), fA(a)) ∈ QA? Ukážeme, že ne. Necht’ A = 〈A,QA, fA〉, kde A = {0, 1},
QA = {(0, 1), (1, 0)} a fA(0) = 1, fA(1) = 0. Všiměte si, že QA = fA. Tud́ıž pro všechny
a ∈ A máme (a, fA(a)) ∈ QA, ale pro žádné a ∈ A neńı pravda, že (fA(a), fA(a)) ∈ QA.
Takže A 6|= ∃x

(

Q(x, f(x)) ⇒ Q(f(x), f(x))
)

. Sentence z bodu g) tedy neńı tautologie.

4 Splnitelné a nesplnitelné množiny sentenćı

Připomeňme, že množina sentenćı M se nazývá splnitelná, pokud existuje jej́ı model, tj. existuje
struktura A taková, že A |= ϕ pro každou ϕ ∈ M . Pokud taková struktura neexistuje nazýváme
množinu M nesplnitelnou. Uvědomte si, že zjǐst’ovat, jestli je jednoprvková množina sentenćı M =
{ϕ} splnitelná, znamená vlastně zjistit, zda-li je splnitelná ϕ.

Př́ıklad 4.1 Zjistěte pro každou následuj́ıćı množiny sentenćı, jestli jsou splnitelné či nesplnitelné.

6



a) M1 = {∀xR(x, x), ∀x∀y(R(x, y) ⇒ R(y, x)), ∀x∀y∀z((R(x, y) ∧R(y, z)) ⇒ R(x, z))}.

b) M2 = {∀x(¬P (x) ∨ ¬Q(x)), ∀x(P (x) ⇒ Q(x))}.

c) M3 = {∀x(P (x) ∨Q(x)), ¬∃x(P (x) ∧Q(x)), ¬(P (c) ⇔ ¬Q(c))}.

Řešeńı

a) Vid́ıme, že všechny sentence z M1 se týkaj́ı binárńıho predikátového symbolu R. Chceme
zjistit, jestli je M1 splnitelná, tj. chceme naj́ıt strukturu A = 〈A,RA〉, kde jsou pravdivé
všechny sentence z M1. Interpretace RA symbolu R je nějaká binárńı relace na A. Muśıme
tedy zjistit, jestli existuje množina A a binárńı relace RA na A taková, že jsou pravdivé
všechny sentence z M1. Přečteme si, co jednotlivé sentence o R ř́ıkaj́ı. Prvńı ř́ıká, že pro
každé a ∈ A plat́ı (a, a) ∈ RA. Druhá ř́ıká, že pro každé a, b ∈ A pokud (a, b) ∈ RA,
pak (b, a) ∈ RA. Posledńı ř́ıká, že pro každé a, b, c ∈ A pokud (a, b) ∈ RA a (b, c) ∈ RA,
pak (a, c) ∈ RA. Jinými slovy RA má být reflexivńı, symetrická a tranzitivńı relace, tj.
ekvivalence. Protože ekvivalence existuj́ı (např. pro A = N je RA = {(n, n) | n ∈ N}
ekvivalence) je množina M1 splnitelná.

b) Chceme naj́ıt strukturu A = 〈A,PA, QA〉, ve které jsou všechny sentence z M2 pravdivé.
Unárńı predikátové symboly se budou interpretovat jako podmnožiny A, tj. PA ⊆ A a
QA ⊆ A. Přečtěme si, co ř́ıkaj́ı sentence z M2. Prvńı ř́ıká, že pro každé a ∈ A plat́ı, že
a 6∈ PA nebo a 6∈ QA. Z toho plyne, že PA ∩ QA = ∅, protože když a ∈ PA, pak nutně
a 6∈ QA. Druhá sentence ř́ıká, že pro každé a ∈ A pokud a ∈ PA, pak a ∈ QA. Jinými
slovy všechny prvky z PA patř́ı do QA, tj. PA ⊆ QA. Takže muśıme zvolit PA a QA tak,
aby platilo PA ∩ QA = ∅ a zároveň PA ⊆ QA. To udělat lze, např. pokud A je libovolná
neprázdná množina, QA = U a PA = ∅, pak PA ∩QA = ∅ ∩ A = ∅ a PA = ∅ ⊆ A = QA.
Takže množina M2 je splnitelná.

Všimněte si, že pokud bychom přidali do M2 sentenci ∃xP (x) vyžaduj́ıćı neprázdnost PA,
pak se množina M2 stala nesplnitelnou.

c) Opět chceme naj́ıt strukturu A = 〈A,PA, QA〉, ve které jsou všechny sentence z M3 prav-
divé. Unárńı predikátové symboly se budou interpretovat jako podmnožiny A, tj. PA ⊆ A a
QA ⊆ A. Konstantńı symbol c se interpretuje jako prvek univerza, tj. cA ∈ A. Přečtěme si,
co ř́ıkaj́ı prvńı dvě sentence. Prvńı ř́ıká, že pro všechna a ∈ A plat́ı a ∈ PA nebo a ∈ QA.
Jinými slovy PA ∪QA = A. Druhá sentence ř́ıká, že neexistuje a ∈ A takové, že a ∈ PA a
zároveň a ∈ QA. Jinými slovy PA ∩ QA = ∅. Takže aby byly splněny prvńı dvě sentence,
muśı být podmnožiny PA a QA disjunktńı a jejich sjednoceńı celé univerzum A. Pod́ıvejme
se, jestli se za těchto podmı́nek dá splnit i třet́ı sentence. Třet́ı sentence ř́ıká, že neńı pravda,
že cA ∈ PA právě tehdy, když cA 6∈ QA. Muśıme zvolit cA tak, aby byla ekvivalence
P (c) ⇔ ¬Q(c) nepravdivá, tj. bud’ cA ∈ PA a cA ∈ QA nebo cA 6∈ PA a cA 6∈ QA. Prvńı
př́ıpad neńı možný, protože PA∩QA = ∅. V druhém př́ıpadě z cA 6∈ PA plyne, že cA ∈ QA,
protože PA∪QA = A. To je ale spor, protože nemůže zároveň platit cA ∈ QA a cA 6∈ QA. To
znamená, že at’ už zvoĺıme prvek cA jakkoliv, třet́ı sentence nebude nikdy pravdivá, pokud
budou pravdivé prvńı dvě. Takže M3 je nesplnitelná.

Splnitelnost či nesplnitelnost množiny sentenćı můžeme také zjistit pomoćı rezolučńı metody.
Nicméně pokud je množina splnitelná rezolučńı algoritmus se nemuśı zastavit, a pokud se zastav́ı,
znamená to, že žádná daľśı rezolventa již nejde vyrobit, což bývá často na paṕı̌re pracné ověřit.

Př́ıklad 4.2 Rozhodněte rezolučńı metodou, jestli jsou množinyM2 aM3 z př́ıkladu 4.1 splnitelné
či nesplnitelné.

Řešeńı
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M2: Najdeme nejprve ekvisplnitelnou množinu sentenćı S pro M2. Prvńı sentence z M2 je již
klausule, takže s tou nemuśıme nic dělat. U druhé stač́ı nahradit implikaci pomoćı negace
a disjunkce, takže dostaneme ∀x(¬P (x) ∨ Q(x)). Ekvisplnitelná množina sentenćı pro M2

tedy je
S = {¬P (x) ∨ ¬Q(x),¬P (y) ∨Q(y)} .

Pro jistotu jsme přejmenovali proměnné u druhé sentence. Rezolučńı algoritmus může v
tomto př́ıpadě vyrobit jen jednu rezolventu, a to ¬P (x). Protože žádná daľśı rezolventa
nejde vyrobit a prázdnou klausuli F jsme neobdrželi, je množina M2 splnitelná.

M3: Najdeme opět ekvisplnitelnou množinu sentenćı S pro M3. Prvńı sentence z M2 je již
klausule, takže s tou nemuśıme nic dělat. Druhou je potřeba převést do prenexńıho normálńıho
tvaru. Distribućı existenčńıho kvantifikátoru přes negaci dostaneme ∀x¬(P (x) ∧ Q(x)).
Použit́ım De Morganova zákonu obdrž́ıme již klausuli ∀x(¬P (x) ∨ ¬Q(x)). Posledńı sen-
tenci je potřeba převést do CNF. Pravdivostńı tabulka pro výrokovou formuli ¬(p ⇔ ¬q)
je

p q ¬(p⇔ ¬q)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Ekvivalentńı formule v CNF je tedy (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q). Takže třet́ı sentenci můžeme ekvi-
valentně přepsat na

(P (a) ∨ ¬Q(a)) ∧ (¬P (a) ∨Q(a)) .

Ekvisplnitelná množina sentenćı pro M3 tedy je

S = {P (x) ∨Q(x), ¬P (y) ∨ ¬Q(y), P (a) ∨ ¬Q(a), ¬P (a) ∨Q(a)} .

Pro jistotu jsme přejmenovali proměnné u druhé sentence. Rezolučńı metoda nám dává:

1. P (x) ∨Q(x)
2. ¬P (y) ∨ ¬Q(y)
3. P (a) ∨ ¬Q(a)
4. ¬P (a) ∨Q(a)
5. Q(a) 1,4,{x/a}
6. ¬Q(a) 2,3,{y/a}
7. F 5,6.

Protože jsme obdrželi v pr̊uběhu rezolučńıho algoritmu prázdnou klausuli F je množina
klausuĺı S nesplnitelná, a tud́ıž i množina sentenćı M3 je nesplnitelná.
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