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1 Matematika jako cast logiky

Matematika, kterou jste se ucili na stfedni Skole, byla spise matematikou praktickou. To znamena,
Ze obsahovala hlavné navody jak poéitat s éisly, jak upravovat rtizné vyrazy (napf. algebraické nebo
vyrazy s goniometrickymi funkcemi) nebo jak vyfesit néjakou konkrétni soustavu linedrnich rovnic.
Nicméné soucasna matematika neni véda, kterda by se snazila FeSit rizné typy konkrétnich uloh.
Navody na feseni téchto tloh jsou obvykle jen disledkem néjaké matematické teorie. Matematickou
teorii dostaneme tak, Ze nase objekty zajmu, které chceme studovat (napf. piimky a body v roviné),
popiSeme mnozinou tzv. axiomi (tj. tvrzeni o kterych vime, Ze je nase studované objekty spliuji,
napf. kazda dvojice ruznych bodt uréuje pravé jednu piimku). Hlavnim tikolem matematika potom
je hledat jind tvrzeni, kterd z téchto axiomu plynou (tzn. jsou pravdivd v dané teorii, protoze o
axiomech vime, Ze plati). Matematiku mtZzeme tedy obecné popsat, jako védu, kterd se snazi
nachézet pravdiva tvrzeni v jednotlivych matematickych teoriich. Je to tedy ¢ast logiky, protoze
logika je védou, kterd popisuje pravidla sprdvného usuzovéani (tzn. jak z néjakych pravdivych
tvrzeni vyvozovat jind pravdiva tvrzeni).

1.1 Logika

Nasim tkolem v tomto kurzu bude objevovat pravdiva tvrzeni v jedné konkrétni matematické
teorii (v teorii linedrnich prostort). Co to tedy tvrzeni je? Tvrzeni je véta, kterd je bud pravdiva
nebo nepravdiva. Priklady mohou byt:

1. “Cislo 10 je délitelné ¢islem 3.”
2. “Existuje nekoneéné mnoho prvocisel.”
3. “Kazdy thel muze byt roztfetén pomoci pravitka a kruzitka.”

Prvni tvrzeni je evidentné nepravdivé. Druhé je pravdivé, jak ukazal slavny matematik Euclides.
Posledni je pfiklad nepravdivého vyroku, jehoz nepravdivost dokazal Galois.

Samoziejmé v bézném jazyce mame spoustu vét, kterym nelze ptitadit zadnou pravdivostni
hodnotu (tj. nejsou to tvrzeni v nasem smyslu) napi:

1. Citoslovce: “Mlask.”
2. Téazaci véty: “Chces mé koté&?”
3. Piikazy: “Chlastej!” nebo “Af mor padne na vas§ dim.”

Slozitéjsi tvrzeni se obvykle skladaji z jednodussich tvrzenich pomoci logickych spojek (napf.
¢islo 5 je liché nebo sudé). Pravdivost takového tvrzeni potom zdlezi na pravdivosti onéch jedno-
dussich tvrzenich a na logickych spojkach, které byly v daném pripadé pouzity. Ukazme si tedy
jednotlivé logické spojky, se kterymi se budeme v matematice stale potkavat.



Negace

Méme-li ngjaké tvrzeni T, miZzeme z ného s pomoci negace vyrobit opa¢né tvrzeni (symbolicky
ho znacime —7T'), které plati, kdyz neplati T' a neplati, kdyz T plati. Napf. pokud T je tvrzeni “5
je prvocislo”, pak =T je tvrzeni “b neni prvocislo”. Schematicky muzeme tuto skutecnost zapsat
pomoci nasledujici tabulky, kde 0 predstavuje fakt, ze dané tvrzeni neni pravdivé a 1, ze pravdivé
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0
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1
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Konjunkce

Méjme dvé tvrzeni A, B. Konjunkce téchto tvrzeni (symbolicky ji znac¢ime A A B) je tvrzeni, které
plati pouze v ptipadé, kdy plati obé tvrzeni A a B. Ve vSech ostatnich pfipadech je nepravdivé.
Tvrzeni A A B obvykle ¢teme jako “A a B” nebo “A a také B” nebo “A a zaroven B”. Napft.
tvrzeni “7 je prvocislo a také 3 je prvocislo” je pravdivé a tvrzeni “7 je prvocislo a 4 je prvocislo”
je nepravdivé, protoze 4 neni prvocislo. Zpisob jakym konjunkce pracuje miazeme opét znazornit
tabulkou:

Disjunkce

Mé&jme dvé tvrzeni A, B. Disjunkce téchto tvrzeni (symbolicky ji znac¢ime AV B) je tvrzeni, které
neplati pouze v pripadé, kdy neplati obé tvrzeni A a B. Ve vSech ostatnich pfipadech je pravdivé.
Tvrzeni AV B obvykle ¢teme jako “A nebo B”. Napf. tvrzeni “7 je prvocislo nebo 4 je prvocislo”
je pravdivé a tvrzeni “6 je prvocislo nebo 4 je prvocislo” je nepravdivé, protoze ani 6 ani 4 neni
prvocislo. Zpiisob jakym disjunkce pracuje mtizeme opét znazornit tabulkou:

[A]B[AVE]
00 0
01 1
110 1
1|1 1

Vsimeéte si, ze matematika spojku “nebo” pouziva ve slucovaci vyznamu, tj. pravdivost jedné ¢asti
) )
disjukce sta¢i na pravdivost celé disjunkce (ale mohou platit klidné obé dvé). Kdezto v bézném
) )
jazyce pouzivame nékdy spojku “nebo” i ve vyluovacim vyznamu. Napf. vétou “K obédu si dam
gulés nebo svickovou.” obvykle minime, Ze si ddme jen jedno z téchto dvou jidel a ne obé zaroveii.

Implikace

Méjme opét dvé tvrzeni A, B. Implikace téchto tvrzeni (symbolicky ji zna¢ime A = B) je tvrzeni,
které neplati pouze v piipadé, kdy plati tvrzeni A a neplati B. Ve vSech ostatnich pfipadech je
pravdivé. Zptsob jakym implikace pracuje miZzeme opét znazornit tabulkou:

|A[B[A=B]
010 1
01 1
110 0
111 1




Tvrzeni A = B obvykle ¢teme jako “Kdyz A, pak B” nebo “Jestlize A, potom B” nebo “Z A
plyne B” nebo “Necht A. Pak B”. Napt. tvrzeni “Kdyz je ¢islo x sudé, pak je délitelné 2”7 je
pravdivé a tvrzeni “Kdyz je ¢islo x liché, pak je délitelné 2” je nepravdivé.
pravdiva tvrzeni. Duvod proc¢ je implikace definovana, tak jak je, pokusime osvétlit na nasledujicim
prikladé. Necht A je tvrzeni “Student Botislav Nemrava mi d& milién korun éeskych” a B je tvrzeni
“Dam panu Borislavu Nemravovi na konci semetru jednicku z algebry”. Pokud tvrdim, zZe tvrzeni
A = B (tj. “Kdyz mi student Botislav Nemrava d4 milién korun ¢eskych, pak ddm panu Bofislavu
Nemravovi na konci semetru jednicku z algebry”) je pravdivé, v kterych p¥ipadech 1zu? Ziejmé
jen v pripadé, kdy dostanu penize a jednicku na konci semestru nedam. V pripadech, kdy zadné
penize nedostanu, muzu dat znamku, jakou chci, protoze nejsem vazan onim tuplatkem a tudiz
neporusuji platnost svého tvrzeni A = B.

Divod pro¢ implikace A = B, kde tvrzeni A je nepravdivé, je pravdivd, lze vysvétlit i na
nasem predchozim piikladu “Kdyz je ¢islo z sudé, pak je délitelné 2”. Chceme totiz aby takovéto
tvrzeni platilo pro vSechna cela ¢isla, tzn. musi platit jak pro x = 2, tak i pro = = 3.

Ekvivalence

Méjme opét dvé tvrzeni A, B. Ekvivalence téchto tvrzeni (symbolicky ji znaéime A < B) je
tvrzeni, které plati pouze v piipadech, kdy bud plati obé tvrzeni A, B zaroveii nebo zaroven
neplati. Ve vSech ostatnich pripadech je nepravdivé. Zpusob jakym ekvivalence pracuje muzeme
opét znazornit tabulkou:

Tvrzeni A < B obvykle ¢teme jako “A pravé tehdy, kdyz B”. Piikladem ekvivalence je napf.
tvrzeni: “Cislo z je délitelné prvoéislem p pravé tehdy, kdyz 22 je délitelné p?”.

Kvantifikatory

Piiklady tvrzeni s implikaci a ekvivalenci obsahovaly libovolné, ale pevné ¢islo x. Oznac¢me jako
A(x) tvrzeni “Kdyz je ¢islo x sudé, pak je délitelné 2”. Symbol “z” v zdvorkdch za A naznacuje,
ze pravdivost tohoto tvrzeni bude zaviset na Cisle, které za x dosadime. Kdyby jsme nyni chtéli
néjakym zplisobem zapsat skuteénost, ze A(x) je pravdivé pro vSechny celé ¢isla z, museli bychom
s naSim soucasnym aparatem psat, tvrzeni A(0) A A(1) AA(2)A... je pravdivé, tj. tvrzeni plati pro
z =0,z =1,z =2, atd. To samoziejmé neni moc praktické, proto logika obsahuje dalsi prvky,
kterym se Fikd kvantifikdtory. Kvantifikdtory mame dva: prvni “pro vSechny” (znadi se symbolicky
V) a druhy “existuje” (znaci se symbolicky 3J). Jestlize tedy méme tvrzeni A(x), které je zavislé
na z, muzeme z ného vyrobit dvé tvrzeni:

1. “Pro vSechna z je A(z) pravdivé”. Symbolicky zapisujeme jako (Vz)A(z). Tvrzeni (Va)A(x)
je pravdivé kdyz A(x) pravdivé pro libovolné x a nepravdivé kdyZ existuje takové x, ze A(x)
pro néj neni pravdivé. Napt. “Pro vSechna cela cisla x plati: kdyz x je sudé, pak je délitelné
2” je pravdivé tvrzeni a “Pro vSechna celd ¢isla x plati: kdyz z je liché, pak je délitelné 3”
je nepravdivé, protoze 5 je liché a neni délitelné 3.

2. “Existuje z takové, ze A(x) je pravdivé”’. Symbolicky zapisujeme jako (Jz)A(z). Tvrzeni
(3x)A(x) je pravdivé, kdyz existuje alespoii jedno x takové, Ze tvrzeni A(x) pro néj plati a
nepravdivé, kdyz takové = neexistuje. Napt. “Existuje celé ¢islo vétsi nez 100” je pravdivé
tvrzeni, protoze napt. 101 je celé ¢islo vétsi nez 100. Naopak tvrzeni “Existuje realné ¢islo
jehoz druha mocnina je zdpornd” je nepravdivé.



Pokud v symbolickém zapisu kvantifikatorti chceme presné stanovit odkud z pochazi, udélame to
nasledovné. Ozna¢me mnozinu realnych ¢isel R a mnozinu komplexnich éisel C. Posledni priklad
milZeme potom zapisovat takto: (3z € R)(2? < 0). Toto tvrzeni neni pravdivé. Naopak (Jz €
C)(2? < 0) je pifkladem pravdivého tvrzeni, protoze i> = —1. Obdobny zéapis se pouziva i s

kvantifikdtorem V napt.: (Vo € R)A(z).

1.2 Definice, véta, dukaz

Nyni mame vymezen zakladni jazyk (tj. logické spojky a kvantifikitory), ktery matematika po-
uziva. Zaroven jsme i stanovili, co jednotlivé prvky tohoto jazyka znamenaji (tj. vime, jak uréit
pravdivost sloZenych tvrzeni, kdyZ zndme pravdivost jeho podéasti). Jak uz bylo v tivodu feceno,
matematika se zabyva hleddnim pravdivych tvrzeni, které plynou axiomi (tj. tvrzeni, ktera jsme
prohlésili za pravdivé, protoZe vime, Ze naSe studované objekty je urcité spliiuji). Bohuzel zadny
obecny postup, jak tyto pravdiva tvrzeni hledat neexistuje, takze vzdy zalezi na schopnostech
konkretniho matematika, jakéd tvrzeni z axiomi odvodi. Nicméné, kdyz uz najde néjaké zajimavé
tvrzeni, které mu ptijde pravdivé v dané teorii, musi dokézat, ze to tak vskutku je. Pak teprve
miize prohlésit, Ze jeho nalezené tvrzeni je pravdivé.

Metod, jak néjaké tvrzeni dokdzat méame nékolik. Protoze vétsina matematickych tvrzeni je
ve tvaru implikace nebo ekvivalence, zaméfime se na dtukazy tvrzeni typu A = B a A < B. Ve
skutecnosti se sta¢i zamérit jenom na tvrzeni typu A = B, protoze dikaz tvrzeni A < B lze
prevést na dikaz dvou implikaci. Mizeme se totiz snadno pomoci tabulky presvédcéit, ze tvrzeni
A < B je ekvivalentni s tvrzenim (A = B)A (B = A), tj. kdyz plati jedno, plati i druhé a naopak.

|A[B|A&B|A=>B|B=A|(A=B)A(B=4)]
010 1 1 1 1

011 0 1 0 0
110 0 0 1 0
111 1 1 1 1

Oba sloupce A & B a (A = B) A (B = A) jsou stejné, coZ znamend, Ze obé tvrzeni jsou
ekvivalentni. Pokud tedy chceme dokazat tvrzeni ve tvaru A < B, staci kdyz dokazeme, Ze plati
A= B1iB = A, protoZe potom musi byt pravdiva i jejich konjunkce.

Nez pristoupime k diskuzi jednotlivych typt dikazt, je potieba uvést, ze neni v silach tohoto
psaného materialu, vysvétlit iplné tuto problematiku. Koneckoncii matematici zacatecénici se uci
dokazovat tak, Ze se snazi pochopit dikazy svych vyspélejsich kolegii a pak jejich postupy pouzivat
ve své vlastni praci.

Predpokladejme, Ze chceme dokézat tvrzeni A = B. Tvrzeni A se obvykle nazyva predpoklad
a tvrzeni B zaver.

Primy dukaz

Prvni metoda dtkazu je tzv. pfimy dikaz. ProtoZze jediny pfipad, kdy by implikace A = B
nebyla pravdiva, je pfipad, kdy A je pravdivé a B nikoli, stac¢i kdyZz ukdZeme, Ze tento pripad
nenastava. Tzn. budeme predpoklddat, Ze tvrzeni A je pravdivé a pokusime se ukazat, Ze i B
musi uz byt pravdivé. K tomu aby jsme ukéazali, Ze B uz musi byt pravdivé miizeme vyuzit nejen
nas predpoklad, ze A plati, ale i pravdivost axiomu a jinych uz dokazanych tvrzeni v dané teorii.
Samotny diikaz potom probihé tak, Ze vicendsobnou aplikaci korektnich dedukénich pravidel! na
A, axiomy a jiz dokézana tvrzeni, odvodime novéa tvrzeni. Pokud mezi je i tvrzeni B médme vyhrano.

1Co jsou korektni dedukéni pravidla nam ¥ika logika. Uvedeme si jen nékteré piiklady. Napt. pokud vime, Ze
tvrzeni C' a C = D jsou pravdivd, muzeme usoudit, Ze i tvrzeni D je pravdivé, protoze kdyby nebylo, muselo by
byt C' nebo C' = D nepravdivé. Tomuto dedukénimu pravidlu se fikd modus ponens. Jinym piikladem je napt.
dedukéni pravidlo: z pravdivosti C' = D a D = E odvod C' = E (transitivita implikace). Jako posledni uvedeme
dedukéni pravidlo generalizace. Pokud ukdzeme, Zze néjaké tvrzeni A(z) je pravdivé pro libovolné pevné z, miizeme
odvodit pravdivost tvrzeni (Vz)A(z).



Pokusime se pfimy dtkaz ilustrovat na velmi jednoduchém prikladé. Predpokladejme, Ze ob-
jekty naseho zajmu jsou celé ¢isla. Konkrétné nas bude zajimat jaké vlastnosti mé scitani celych
éisel. Déale predpokladejme, Ze nasledujici tvrzeni jsou bud nase axiomy nebo jiz dokdzané tvrzeni:

1. Reflexivita rovnosti: a = a
2. Symetrie rovnosti: Kdyz a = b, pak b = a. Symbolicky: a =b = b=a.
3. Transitivita rovnosti: Kdyz a = b a b = ¢, pak a = ¢. Symbolicky: (a=b A b=¢) = a=c.
4. Jednoznacnost s¢itani: Kdyz a = a’ a b =1, pak a + b = o’ + V. Symbolicky:
(a=ad Ab=0V) = at+b=d +V.
5. Neutralni prvek: 0 +a =a

U vsech vyse uvedenych tvrzeni predstavuji a, b, ¢ libovolna pevna celé ¢isla. Pomoci téchto tvrzeni
dokazeme nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1 KdyZ a =0, pak a+b=> (Symbolickya=0 = a+b=>).

DUKAZ: Rozdélime diikaz na jednotlivé kroky a u kazdého z nich uvedeme z kterych tvrzeni plyne.
a) Podle tvrzeni 1 vime, 7e b = b je pravdivé.
b) Protoze dokazujeme implikaci, pfedpokladdme, Zze a = 0 je také pravdivé.

¢) Z kroki a) a b) mizeme odvodit, Ze je pravdiva i konjunkce a = 0 A b = b, protoze konjunkce
je pravdiva, kdyz jsou pravdivé obé jeji ¢asti.

o

e — —

Podle tvrzeni 4 vime, ze (a =0 A b=0) = a+b=0+b je pravdivé.

Aplikaci modus ponens na c) a d) odvodime pravdivost tvrzeni a + b = 0 + b.

@

ls)

Podle tvrzeni 5 vime, ze 0 + b = b je pravdivé.

Z kroku e) a f) mizeme odvodit stejné jako jsme to udélali v kroku c), ze je pravdivd i
konjunkce a +b=0+b A 0+b=0.

o

h) Podle tvrzeni 3 vime, ze (a+b=0+b A 0+b=05b) = a+b="> je pravdivé.

i) Aplikaci modus ponens na g) a h) odvodime pravdivost tvrzeni a + b = b. A tim je diikaz
hotov.

O
Je celkem zifejmé, zZe takto detailné dikazy psat nejde, protoze by ndm brzo dosel papir nebo
pamét pocitace. Proto se dikazy vétSinou zkracuji s tim, Ze zkuSeny Gtenar (pokud bude chtit)
jednotlivé detaily zrekonstruuje sam. Tudiz predchozi diikaz by se zapisoval asi néjak takto: protoze
predpokladame, Ze a = 0, dostaneme a+b = 0+b = b. Automaticky se tedy naptiklad predpoklada,
Ze ¢tenaf znd vSechny vlastnosti rovnosti (reflexivita, symetrie, transitivita).

Nepiimy dukaz

Nepiimy dikaz tvrzeni A = B probihd stejné jako pfimy dikaz, jen s tim rozdilem, Ze se snazim
misto tvrzeni A = B dokazat tvrzeni =B = —A. Obé tvrzeni jsou totiz ekvivalentni, jak se snadno
presvédc¢ime pomoci tabulky:

(A[B|-A|-B|[A>B]| B> 4]
010 1 1 1 1
01 1 0 1 1
110 0 1 0 0
111 0 0 1 1




Postup opét ilustrujeme na piikladé. Necht objekty naseho zdjmu jsou opét celd ¢isla. Tentokrat
jiz nebudeme uvadét podrobny dtkaz, ale jen jeho stru¢nou verzi.

Tvrzeni 2 Necht a a b jsou celd ¢isla. Kdyz a # 0, pak existuje nejvyse jedno celé éislo x takové,
Ze ax = b. Symbolicky:

=(a=0) = ((Fr1,22)(ax1 =b A axga=0) = x1 =2x2).

DUKAZ: Vsiméte si, Ze véta také pripousti neexistenci x takového, Ze ax = b. To znamen4, Ze bud
existuje jedno nebo zadné, ale nikdy ne vice. Napf. pro a = 2 a b = 3 neexistuje celé Cislo x tak,
ze ax = b. VSiméte si také druhé ¢asti symbolického zapisu, jak je vyjadien fakt, ze vice nez jedno
x nemuze existovat. Implikace v této druhé casti vlastné rika, ze kdyby existovali dvé cela ¢isla
1, T3, pak uz musi byt stejna.

Dtikaz budeme provadét neptimo, to znamené, ze budeme predpokladat Ze neplati zaver tvrzeni
(Fz1,22)(ax1 =b A axa =b) = x1 = x4 a ukdZeme, ze predpoklad —(a = 0) neplati také.

Co tedy znamen4, Ze neplati zavér (Jzq, z2)(ax1 =b A axe =b) = x1 = xo. Vidime, Ze Zavér
ma4 tvar implikace a ta neplati jen tehdy, kdyz plati jeji pfedpoklad tj. (3z1, z2)(ax1 = b A axe = b)
a neplati jeji zavér x1 = xo. Z platnosti (Jz1,x2)(az1 = b A azxe = b) tedy vime, Ze existuji dvé

celd Cisla 7 a xo takova, Ze ar; = b a axy = b. Z neplatnosti 1 = xo plyne, Zze 1 # xs.
Nyni pouzijeme bézné vlastnosti celych ¢isel a rovnosti. Protoze ax; = b = axs, dostaneme
0 = axy — axe = a(xy — z2). Z nerovnosti x1 # o plyne x1 — xo # 0. JelikoZ ale a(x1 — z2) = 0,
musi nutné platit a = 0 a =(a = 0) tedy neplati, coz jsme méli dokazat. O

Dukaz indukci

Dtikaz indukci je metoda, kterd nam umoznuje dokazat, ze néjaké tvrzeni plati pro vSechna pfi-
rozend Cisla vétsi nez néjaké prirozené ¢islo ng (typicky ng = 0 nebo ng = 1). Téch je samoziejmé
nekoneéné mnoho a proto neni mozné tvrzeni dokazovat pro kazdé prirozené &islo zvlast. Pied-
pokladejme, Ze chceme dokézat tvrzeni A(z) pro vSechna pfirozend &isla x > ng. Diikaz indukei
probihé ve dvou krocich:

1. Nejprve dokézeme, ze tvrzeni A(ng) je pravdivé.

2. Nésledné pro libovolné pevné pfirozené ¢islo n > ng predpokladédme, Ze tvrzeni A(x) plati
pro vSechna x takova, ze ng < z < n. Z tohoto predpokladu musime ukézat, Ze i tvrzeni
A(n + 1) je pravdivé?.

Aplikaci dtikazu indukei si ukédZeme na piikladé.

Tvrzeni 3 Nechf n je prirozené c¢islo vétsi nebo rovno 1. Pak

n(n+1
142484 4n="FD 5 ).
DUKAz: Dikaz budeme provadét indukci pro ng = 1. V prvnim kroku musime ovéfit, Ze tvrzeni
plati pro n = 1. To je ale zfejmé, protoze 1 = w V druhém kroku si vezmeme libovolné

pevné n > 1 a z predpokladu platnosti tvrzeni pro vSechna pfirozena ¢isla z spliujici 1 <z < n

dokazeme, ze tvrzeni plati i pro n+1 . Nam konkrétné v tomto piipadé bude stacit jen predpoklad,

ze tvrzeni plati pro x = n. Nyni ukdzeme, Ze tvrzeni je platné i pro n + 1:

n(n+1 nn+1)+2n+1 n+1)(n+2

nn kD) oy n ) EAn D) (kD)
2 2 2

V prvni rovnosti jsme pouzili fakt, ze tvrzeni je platné pro n. Pak jsme jiz jen upravili vysledny

vyraz tak, aby bylo patrné, Ze prava strana rovnosti ma tvar pravé strany tvrzeni pron + 1. [

142434+---+n+(n+1)=

2Velmi ¢asto se jako druhy krok indukce uvadi toto: pro libovolné pevné n > ngo dokazte z predpokladu platnosti
A(n) tvrzeni A(n + 1), tj. musime dokazat platnost implikace A(n) = A(n + 1). Obé formulace jsou ekvivalentni.
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Tvrzeni 4 KaZdé pFirozené islo n > 2 je bud prvocislo nebo lze vyjddrit jako soucdin prvodisel.

DUKAz: Dilkaz budeme opét provadét indukei, tentokrat ale pro ng > 2. Prvni krok je jednoduchy.
Musime ovérit, ze tvrzeni plati pro n = 2. To je ale zfejmé, protoze 2 je prvocislo. Pfedpokladejme
tedy nyni, ze tvrzeni plati pro vsechna pfirozena ¢isla = spliujici 2 < x < n. Ukazeme, Ze tvrzeni
platii pro n+ 1. Pokud n+ 1 je prvocislo, pak tvrzeni plati. Takze zbyva akorat ukazat, ze tvrzeni
plati i pro pfipad, kdy n + 1 neni prvocislo. Jestlize ale n + 1 neni prvodislo, je mozno ho vyjadfit,
jako soucin dvou mensich pfirozenych ¢isel p,q, tj. n+1 = pg a 2 < p,g < n+ 1. Z naseho
predpokladu tedy plyne, Ze tvrzeni plati pro p i q. Tudiz p i ¢ 1ze vyjadrit jako soucin prvocisel.
Protoze n + 1 = pq, vidime, Ze i n + 1 lze vyjadrit jako soucin prvocisel. O

K poslednimu tvrzeni dodejme, Ze jsme dokézali ¢ast dilezitého tvrzeni z aritmetiky, které se
nazyva Zakladni véta aritmetiky.

Tvrzeni 5 (Zékladni véta aritmetiky) KaZdé prirozené ¢islo n > 2 je bud prvocislo nebo lze
vyjddrit jednoznacné jako soucin prvocisel.

Dtikaz tohoto tvrzeni uvadét nebudeme. VSiméte si, ze my jsme v predchozim dikazu ukazali, ze
rozklad na prvocisla je mozno udélat, ale neukazali jsme, ze to jde udélat jen jednim zpisobem.
To, Ze to jde pravé jednim zptsobem, je obsahem Zakladni véty aritmetiky. Tento fakt je v této
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vété vyjadien slovem “jednoznacéné”.

Duikaz sporem

Dalsim typickym dikazovym postupem je dikaz sporem. U dikazu sporem vzdy predpokladame,
Ze ndmi dokazované tvzen{ neplati a odvodime z tohoto pfedpokladu spor (tj. néjaké nepravdivé
tvrzeni). Cheme-li tedy dokdzat implikaci A = B, pfedpokladédme, ze A = B neplati, coZ znamena,
Ze plati pfedpoklad A a neplati zavér B (tj. predpokladame, Ze plati AA—B). Pokud se ndm podafi
z tohoto predpokladu vyvodit spor je diikaz hotov. Timto postupem tedy chceme ukézat, Ze nemiize
nastat pripad, kdy by platil pfedpoklad implikace a neplatil zavér.

Tvrzeni 6 Cislo /2 nent raciondlni.

DUKAZ: Toto tvrzeni na prvni pohled nevypadd jako implikace. Nicméné kdyz si ho vyjadiime
symbolicky néjakou tu implikaci objevime. Tvrzeni, ze ¢islo v/2 neni racionalni, vlastné ¥iké, ze af
uZ si vezmeme jakékoli racionalni ¢islo x, tak urcité bude platit = # /2. Dokazované tvrzeni tedy
mizeme zapsat takto:

(Vr)(z €Q = = #V2).

Tento vyraz ika, Ze pro vSechna ¢isla x, kdyZ x patii do mnoZiny racionalnich ¢isel QQ, tak uz musi
platit z # /2. Pokud tedy chceme toto tvrzeni dokézat sporem, budeme piedpokladat, Ze neplati.
To ale znamena, 7e musi existovat racionalni ¢islo x takové, 7e x = /2.

Reknéme si nejprve, co znamena, ze néjaké ¢islo x je racionalni. Asi ze stfedni skoly vite, Ze
je mozno ho vyjadfit jako podil dvou celych &isel p, g, tj. z = %. Takze musi tedy platit g =2
Upravou pfedchozi rovnosti dostaneme:

p® =2¢>. (1)

Cislo p Ize podle Tvrzeni 5 miizeme vyjadiit jako soucin prvoéisel. Vezmeme vSechny dvojky, co
se v tomto soucinu nachézeji a vyjadiime p jako p = 2¥p’, kde k je pocet onéch dvojek a p’ uz neni
délitelné dvémi. Podobné to udélame s g, které vyjadiime jako g = 2"¢’, kde n je podet dvojek v
q. Ted dosadime za p, ¢ do rovnice (1) a dostaneme:

(Qk'pl)Z _ 2(2nql)2 )



Podle Zakladni véty aritmetiky (Tvrzeni 5) musi byt pocéet dvojek na obou stranich pfedchozi
rovnosti stejny, protoZe ani p’ ani ¢’ neni délitelné dvémi. Na levé strané mame 2k dvojek a na
pravé strané mame 2n + 1 dvojek. Musi tedy platit 2k = 2n + 1, ale to neni zifejmé mozno, protoze
sudé ¢islo 2k se nemize rovnat lichému 2n + 1. A to je onen kyzeny spor. O

Matematicky text

Nyni se zaméfime na to jak vypada matematicky text. Za¢neme terminologii. Matematicka tvrzeni
obvykle pojmenovavame riznymi jmény podle jejich vyznamu, slozitosti ditkazu, atd. Uvedme si
nékolik jmen, se kterymi se muzete v literatufe setkat. Hlavni tvrzeni se nazyvaji Véty. Pomocna
tvrzeni, jejichz dikazy jsou obvykle technické, nazyvame Lemmata. Pokud néjaké tvrzeni bez-
prostifedné plyne z néjaké véty, je oznacovano jako Disledek. Tvrzeni, jejichz dikazy jsou velmi
jednoduché, se nazyvaji Pozorovani. U pozorovani se vétSinou ani diikaz neuvadi.

Jak uz jsme zminili na zacatku, ukolem matematiky je objevovat platnd tvrzeni v dané ma-
tematické teorii. To znamend, ze matematicky text se prevazné skladd, z téchto tvrzeni (tj. vét,
lemmat, disledkii, pozorovani) a jejich ditkazi. Nicméné v matematické textu se objevuje jesté
jeden dulezity prvek a to je Definice. V kaZzdé teorii méme néjaké zakladni pojmy (napf. bod v
geometrii nebo ¢islo v aritmetice), jejichz struktura nas uz nezajima, tzn. nezajima nas napiiklad,
co to je Cislo, ale jaké vzajemné vztahy mezi sebou ¢isla splnuji. Nicméné neni mozné s témito
zékladnimi pojmy vystacit, protoZze nase tvrzeni by pak byli velmi dlouha. Proto pomoci definic
zavadime pojmy nové. Ukazme si priklady.

Definice 1 Celé ¢islo x nazyvame kladné, pokud plati z > 0.

Definice 2 Cel€ ¢islo x nazgyvame liché, pokud lze vyjadrit jako dvojnasobek néjakého celého cisla
nplus 1, tj. x =2n + 1.

V prvni definici jsme zavedli pojem kladného celého ¢isla a v druhé lichého. Po zavedeni novych
pojmu je mozné tyto pojmy pouzivat v dalsim textu, v podstaté jako zkratky. Napf. muzeme
zformulovat tvrzeni “pro vSechna licha celé ¢isla plati ...”. To je samoziejmé tspornéjsi nez kdy-
bychom psali “pro vSechna celé ¢isla, ktera lze lze vyjadrit jako dvojnasobek néjakého celého ¢isla

n plus 1, plati ...”.

1.3 Teorie mnozin

Zakladni matematickou teorii, ve které pracuje dnes vétsSina matematiki, je teorie mnozin. Za-
kladni pojem této teorie je pojem mnoZzina. Mnozina ma predstavovat jakysi soubor prvka. Pokud
chceme mluvit o néjaké konkrétni mnozing, je potfeba ji néjak zapsat. To lze udélat nékolika zpt-
soby. Kone¢né mnoziny lze zapsat vyc¢tem, napf. {1,5,3,100}. I nekoneéné mnoziny mizeme nékdy
zapsat vyc¢tem, napt. mnozina vSech lichych kladnych ¢isel 1ze vyjadiit jako {1,3,5,7,9,...}, s tim,
7e ¢tendf z prvnich nékolika prvkd pochopi o jakou mnozinu jde. Pro nékteré dulezité mnoziny
mame obvykle vyhrazeny specialni symboly. Mnozinu pfirozenych ¢isel budeme znacit N, mnozinu
celych ¢isel Z, mnozinu racionalnich ¢isel Q, mnozinu realnych ¢isel R a mnozinu komplexnich
¢isel C. Dalsi specidlni symbol mame pro mnozinu, kterd neobsahuje zddné prvky (tzv. prazdna
mnozina). Znaéi se obvykle () nebo {}.

Jiny zptsob, jak zapsat mnozinu, je pomoci n&jakého tvrzeni A(z), které plati pro ty prvky
x, které do mnoziny maji patfit, a pro ostatni neplati. Mnozinu pak zapiseme {z | A(z)} a ¢teme
jako “mnozina vSech z, ktera spliuji A(z)”. Napi. {z | 22 — 2z + 1 > 0} je mnozina vsech =,
kter4 spliiuji nerovnici 22 — 2z 4+ 1 > 0. Pokud navic chceme fict, ze prvky = patii do néjaké jiné
mnoziny, miizeme to udélat napt. takto {x € R | 22 + 1 = 0}. Asi pro vas nebude piekvapeni, ze
tato mnozina je prazdna, protoze zadné relné ¢islo spliiujici rovnici 22 41 = 0 neexistuje. Naopak
mnozina {z € C | 22 + 1 = 0} neni prazdna a obsahuje dvé komplexni &isla i a —i.



Fakt, ze néjaky prvek x nalezi do mnoziny M, budeme znacit x € M. Opacné tvrzeni budeme
znadit © ¢ M. Tak napft. V2eR a2 ¢ Q. Jeden z axiomu teorie mnozin je tzv. axiom extensio-
nality. Ten fiké, Ze dvé mnoziny se rovnaji pravé tehdy, kdyz maji stejné prvky. To znamenad, ze
kdyz chceme ukazat, Ze dvé mnoziny X,Y se rovnaji, musime pro libovolny prvek x ukézat, ze
kdyz patfi do mnoziny X, pak patii i do mnoziny Y a pokud patfi do Y, pak patii také do X.
Symbolicky zapsdno musime ukazat platnost tohoto tvrzeni:

(xeX = 2€Y) AN (zeY = zeX).

To je mozno prepsat pomoci ekvivalence takto: prvek x patfi do mnoziny X pravé tehdy, kdyz
patii do Y. Symbolicky:
zeX & zeY.

7 axiomu extensionality plynou néktera zakladni pozorovani o mnozinach. Napf. nezalezi na poradi
v jakém prvky ve vyctu uvadime, tj. {1,3} = {3,1}. Nebo nemd smysl uvazovat, Ze by néjaka
mnozina obsahovala n&jaky prvek vicekrat, protoze {7,7} = {7}.

Kromé rovnosti mezi mnoZinami pouzivd matematika jeSté pojem inkluze. Chceme-li néjak
vyjadrit, ze vSechny prvky mnoziny X patii i do mnoziny Y, zapisujeme tuto skutecnost X C Y
a Cteme X je podmnozinou Y. Pokud tedy chceme pro néjaké dvé mnoziny X, Y, dokazat, ze
X CY plati, musime ukézat, Ze pro libovoné z € X, platii z € Y, tj. ukazat platnost implikace
z € X = zx €Y. Pomoci inkluze C mizeme vyjadrit rovnost dvou mnozin takto: X =Y praveé
tehdy, kdyz X C Y a zaroven Y C X.

S mnozinami mtzeme také délat rtzné operace. Zakladni operace jsou prunik a sjednoceni.
Méjme dvé mnoziny X a Y. Prunik X a Y znacime X NY a sjednoceni X a Y znac¢ime X UY.
Mnoziny X NY a X UY jsou potom definovany nasledovneé:

XNnY = {z|zeXAzeY},
XUY {z|lzeXVzeY}.

Prinik X NY tedy obsahuje prvky, které patii do obou mnozin zaroven a sjednoceni X UY
obsahuje prvky, které pati{ alespont do jedné z mnozin. Napf. {0,1,3,7} N {0,7,4} = {0,7} a
{0,1,3,7} U {0, 7,4} ={0,1,3,7,4}.

Posledni operaci s mnozinami, o které se zminime, je operace kartézského soucinu. Mame-
li néjaké dva prvky = a y, symbolem (z,y) budeme znacit tzv. usporddanou dvojici. Slovem
uspofadanou dévame najevo, Ze na pofadi prvki v (x,y) zdlezi. Napt. (3,5) # (5,3). Kartézsky
sou¢in dvou mnozin X a Y (znad¢ime X x Y) je potom mnozina:

XxY={(z,y)|zeX NyeY}.

Kartézsky soucin X x Y je tedy mnoZina vSech uspofddanych dvojic (z,y), jejichz prvni slozka je
z mnoziny X a druhé z mnoziny Y.

1.4 Zobrazeni

Nyni pfistoupime k jednomu z nejzasadnéjsich pojmu celé matematiky a tim je pojem zobrazeni.
Tento pojem zavedeme v nasledujici definici:

Definice 3 Necht X aY jsou mnoZiny. PodmnoZinu f kartézského soucinu X xY (tj. f C X xY)
nazveme zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y, pokud ke kaZdému x € X existuje prdvée jedna
uspotddand dvojice (x,y) € f. Fakt, Ze [ je zobrazeni z mnoZiny X do mnoZiny Y znacime
f:+ X =Y. MnoZinu X nazyvadme defini¢ni obor a mnozinu Y obor hodnot. Zobrazeni se také
nékdy Tikd funkce.

Vsiméte si, Ze pro rizné prvky y # 3 z mnoziny Y nemuze nastat pfipad, kdy (z,y) € f a zaroven
(z,y") € f. Pokud tedy pro néjaké pevné = € X plati (z,y) € f, je prvek y uz jednoznacéné uréen,
a mizeme si ho pojmenovat hodnota f v bodé x a oznacit symbolem f(x). To znamen4, Ze dvojice



(z, f(x)) jsou pravé ty dvojice, které patii do f. Jinymi slovy mnozinu uspofddanych dvojic f
miizeme vyjadrit také takto: {(z, f(x)) € X x Y | x € X}. Piiklady zobrazeni mohou napf¥. byt:

g={(z,y) eRxR|y =2’}

nebo
h={(z,y) e NxR|y=+x}.

Zobrazeni g je zobrazeni z mnoziny realnych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel a zobrazeni h je
zobrazeni z mnoziny pfirozenych ¢isel do mnoziny redlnych cisel.

Pokud chceme néjaké zobrazeni definovat musime vlastné definovat jakousi mnozinu uspora-
danych dvojic. Nicméné, protoze kazdé zobrazeni f méa tu vlastnost, Ze ke kazdému prvku x
definiéniho oboru existuje pravé jedna hodnota y z oboru hodnot, takova, ze (x,y) patii do f,
nedefinujeme obvykle zobrazeni jako mnozinu usporadanych dvojic, ale jen predpisem, ktery kaz-
dému prvku z defini¢niho oboru pfifadi jeden prvek z oboru hodnot. TakZe vySe uvedené piiklady
zobrazeni bychom tedy bézné definovali takto: g : R — R takové, Ze g(z) = 22 a h : N —» R
takové, ze h(x) = /x. Vyrazy g : R — R, h : N — R ndm totiZ pfesné specifikuji defini¢ni obory
a obory hodnot, a vyrazy g(x) = 22, h(x) = \/z zase presné definuji, které uspoiddané dvojice do
zobrazeni patii.

S nasi definici zobrazeni jako mnoziny mizeme lehce zodpovédét otazku, kdy se dvé zobrazeni
f: X =Y, g: X — Y rovnaji.

Vétal Necht f: X =Y, g: X =Y jsou zobrazeni. Pokud pro vSechny x € X plati f(z) = g(z),
pak f =g.

DUkAZ: Chceme dokézat, Ze pokud pro viechny z € X plati f(x) = g(x), pak f a g se rovnaji.
ProtoZze f a g jsou mnoziny, stad¢i ukdzat, Ze maji stejné prvky (viz axiom extensionality). Pfi-
pomenime, Ze kazdy prvek f lze vyjadfit, jako uspofadanou dvojici (z, f(z)) € X x Y. Vezmeme
tedy libovolny prvek (z, f(x)) z f a ukdZeme, Ze patfi také do g. Z pfedpokladu f(z) = g(z),
dostaneme (z, f(z)) = (z, g(z)), protoze dvé uspofddané dvojice se rovnaji, kdyz maji stejné od-
povidajici slozky. Ale dvojice (z, g(x)) patii do g. Takze jsme ukédzali, Ze f C g. Inkluzi g C f lze
dokézat obdobné. O

Pokud mame na oboru hodnot definovany néjaké operace (napi. séitani nebo nasobeni), ma-
Zeme tyto operace prenést i na zobrazeni. Necht f : X — R a g: X — R jsou zobrazeni z mnoziny
X do mnoziny redlnych ¢isel. Redlna ¢isla jak znamo umime scitat a nasobit. Nyni budeme defi-
novat pomoci s¢itani a nasobeni redlnych c¢isel nova zobrazeni f + g a fg pfedstavujici soucet a
souéin zobrazeni f a g.

Definice 4 Necht f: X — R, g: X — R jsou zobrazeni a c je rediné ¢islo. Definujeme zobrazeni
f+9: X—-R, fg: X >Racf: X — R takto:

(f+9) (=) = f(x)+g(z)
(f9)(x) = flx)g(x)
(cfx) = cf(x)

Zobrazeni f + g tedy pfifazuje prvku x z mnoZiny X soucet redlnych ¢isel f(z) a g(x). Zobrazeni
fg pfifazuje prvku z jejich soucin. A zobrazeni cf pfifazuje prvku x soucin redlnych ¢isel ¢ a f(z).

Protoze s¢itani a nésobeni redlnych ¢isel spliiuje rtizné vlastnosti (napf. a + b = b + a pro
vSechna a,b € R), zajim4 nés, které z téchto vlastnosti se pfenesou i na operace se zobrazenimi.
Konstantni zobrazeni z mnoziny X do mnoziny redlnych ¢isel R, které kazdému x € X priradi 0,
budeme znacit 0, tj. 0 = {(2,0) € X xR | z € X}. Zfejmé 0 = cf pro libovolné zobrazeni f a
¢ = 0. Zobrazeni cf pro ¢ = —1 budeme znacit —f.

Véta 2 Necht f: X - R, g: X - R ah:X — R jsou zobrazeni. Potom plati ndsledugici tvrzeni:
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1. S¢itant zobrazent je komutationi: f+g=g+ f.

2. S¢itdni zobrazent je asociativni: f + (g + h) = (f +g) + h.
3. Zobrazeni 0 je neutrdlni prvek: f +0 = f.

4. (f+(=9))(x) = f(x) — g(z) pro vSechna x € X.

DUKAZ: U prvnich tfech tvrzeni dokazované véty mame ukdzat rovnost dvou zobrazeni. Podle
Véty 1 stacéi ovérit, ze pro libovolny prvek = z mnoziny X se hodnoty obou zobrazeni v bodé€ x
rovnaji. Posledni tvrzeni ukazuje, Ze zobrazeni f + (—g) funguje jako rozdil dvou zobrazeni.

1. (f+9)(z) = f(x) +g(z) = g(x) + f(z) = (9 + f)(x), druha rovnost plyne z komutativity
s¢itani redlnych ¢éisel (tj. a + b = b+ a pro vSechna a,b € R).

2. (f+(g+Nh)(@) = f(x) + (9(z) + M) = (f(x) + g(x)) + h(z) = ((f + g) + h)(x), drubd
rovnost plyne z asociativity séitdni redlnych ¢isel (tj. a + (b + ¢) = (a + b) 4+ ¢ pro vSechna
a,b,c € R).

3. (f+0)(z) = f(x) +0 = f(x), druhé rovnost plyne z faktu, %e a + 0 = a pro vSechna a € R.

4. (f + (=9) (@) = f(2) + (=9)(z) = f(z) + (=Dg(2) = f(z) — g(z).

O

Zobrazeni f + (—g) budeme znaéit f — g. Diky poslednimu bodu pfedchozi véty, je toto znaceni

rozumné, protoze zobrazeni f — g se skuteéné chovd, jako kdybychom ho definovali pfenesenim

operace rozdilu z redlnych ¢isel na zobrazeni podobné, jako jsme to udélali se s¢itanim a ndsobenim.

Podobné vlastnosti ma i nasobeni, jak vypovida nasledujici véta. Konstantni zobrazeni z mno-

7iny X do mnoZiny redlnych &sel R, které kazdému x € X pfitfadi 1, budeme znacit 1, tj.
1={(z,1)e X xR |z e X}.

Véta 3 Necht f: X - R,g: X - R ah:X — R jsou zobrazeni. Potom plati ndsledugici tvrzeni:
1. Nasobeni zobrazeni je komutativni: fg = gf.
2. Ndsobeni zobrazeni je asociativni: f(gh) = (fg)h.
3. Zobrazeni 1 je neutrdIni prvek: f1 = f.
4. Ndsobeni zobrazent je distributivnd vzhledem ke scitani: f(g+ h) = fg+ fh.

DUKAZ: U v8ech tvrzeni dokazované véty mame ukazat rovnost dvou zobrazeni. Podle Véty 1 staci
ovérit, ze pro libovolny prvek x z mnoziny X se hodnoty obou zobrazeni v bodé x rovnaji.

1. (fg)(z) = f(x)g(z) = g(z)f(x) = (¢9f)(z), druhd rovnost plyne z komutativity nasobeni
redlnych ¢isel (tj. ab = ba pro vSechna a,b € R).

2. (f(gh))(z) = f(x)(g(x)h(x)) = (f(z)g(x))h(x) = ((fg)h)(x), druhd rovnost plyne z asocia-
tivity ndsobeni redlnych ¢isel (tj. a(bc) = (ab)c pro vSechna a, b, ¢ € R).

3. (f1)(z) = f(z)1 = f(z), druhd rovnost plyne z faktu, Ze al = a pro vSechna a € R.

4. (f(g+ h)(x) = f(z) (g + h)(x) = f(2)(g9(x) + () = f(z)g(z) + f(x)h(z) = (fg)(x) +
(fh)(z) = (fg+fh)(x), druhé rovnost plyne z distributivity ndsobeni realnych &isel vzhledem
ke s¢iténi (tj. a(b+ ¢) = ab + ac pro vSechna a, b, c € R).

O

Nakonec si ukdzeme nékteré vlastnosti funkce cf.
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Véta 4 Necht f : X — R, g: X — R jsou zobrazeni a a,b redind é&isla. Potom plati ndsledujict
turzens:

1. a(bf) = (ab)f.
2. (a+b)f=af +bf.
3. a(f+g)=af +ag.
4. 1f = f.

DUKAZ: VSechna tvrzeni jsou v podstaté ziejma a asi byste je dokézali dokdzat sami. O

2 Polynomy

V této Casti se budeme zabyvat specidlnimi zobrazenimi, které se nazyvaji polynomy nebo nékdy
také mnohocleny. Za¢neme tedy definici polynomu.

Definice 5 Zobrazeni f : R — R se nazyva redlny polynom, pokud existuji redlna ¢isla ag, aq, . . ., ay,
takovd, Ze f(x) = ana™ + An_12" ' + -+ a1z + ag pro viechna xz € R. Cisla ag,a,...,an se
nazyvaji koeficienty polynomu. Fakt, Ze f(r) = apnz™ + ap_12" L + - + a1z + ag strucné také
zapisujeme:

@)= it (2)
=0

Podobné zobrazeni g : C — C se nazyvda komplexni polynom, pokud existuji komplexni c¢isla
bo, b1, ..., by takovd, Ze g(x) = bpa™ + by_12" "L + - 4 byx + by pro vsechna x € C.

Protoze polynomy jsou zobrazeni do mnoziny realnych ¢isel mame pro né definovany operace
s¢itani, nasobeni a nisobeni redlnym é&islem (viz Definice 4)3. Automaticky pro né také plati
vsechny vlastnosti, které jsme dokazali ve Vétach 2, 3 a 4. To, co ovSem nevime je, jestli vysledky
téchto operaci budou opét polynomy (jestli jsou takzvané uzaviené na operace séitani, nasobeni
a nasobeni redlnym ¢islem). Napf. pokud vyndsobime dva polynomy, vime, Ze vysledek bude
zobrazeni, ale nevime, jestli to bude polynom.

Za¢neme nejdiive s jednoduchym pozorovanim. Konstantni zobrazeni 0 je zfejmé polynom,
protoZe existuje realné ¢islo (koneckoncii i komplexni) ag = 0 takové, ze 0(z) = ag pro vsechna
z € R. Zobrazeni 0 budeme tedy nazjvat nulovy polynom.

Pozorovani 1 Necht f je redlng (komplexni) polynom takovy, Ze f(x) = anx™ + -+ + a1 + ao.
Potom ziejmé pro vsechna x z defini¢niho oboru plati

fl@) = apa"+-F+ax+ag=
= 0" +a"+ -+ ar+ag =
02" + 0"+ apa” + - +ax+ag=---
Pokud tedy bude potreba muzeme vyraz pocitajici hodnotu polynomu f v bodé x protdhnout o

libovolnou délku tak, Ze pridan€ koeficienty poloZime rovny nule. To se hodi zejména v pripadé,
kdy chceme, aby dva rizné polynomy mély stejny pocet koeficientd.

Nyni jiz mizeme dokazat, ze polynomy jsou skutecné uzaviené na vyse zminéné operace.
Véta 5 Necht f, g jsou redlné (komplezni) polynomy a c je redlné (komplexni) ¢islo. Pak zobrazeni

f+g, fg acf jsou opét redlné (komplexni) polynomy (jingmi slovy mnoZina polynomi je uzaviend
na operace séitdnt, ndsobeni a ndsobeni redlngm éislem).

3Podobné lze operace zavést i pro komplexni polynomy.
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DUKAZ: Véta tvrdi, Ze zobrazeni f + g, fg a c¢f jsou polynomy. Podle definice polynomu musime
tedy ukazat ve vSech tfech pripadech existenci koeficientt. Protoze f a g jsou polynomy muzZeme
jejich hodnoty v bodé x vyjadrit takto:

f(:r:):anx"—l—---—l—alx—i—ao:Zaixi, g(x):bnx”+~-~+b1x+b0:Zbix7’. (3)
i=0 i=0

Podle Pozorovani 1 jsme si mohli dovolit vyjadfit hodnoty polynomua f i g v bodé = se stejnym
poc¢tem koeficienti.
Nyni dokadzeme postupné, ze f + g, fg a cf jsou polynomy. Za¢neme zobrazenim f + g.

n

(f+9)(@) = f(z) +g(z) = Z%‘Ii + Z bix' = Z(ai +b;)z" .
i=0 =0

i=0

Okomentujme piedchozi rovnosti. Prvni rovnost je akorat definice s¢itani dvou zobrazeni (viz
Definice 4). Druhd rovnost je dosazeni za f(x) a g(x) podle rovnice (3). Posledni rovnost plyne z
vlastnosti redlnych (komplexnich) éisel. Vidime tedy, ze hodnotu zobrazeni f + g v bodé x jsme
schopni vyjadfit v takovém tvaru, v jakém ho udéva rovnice (2). Zobrazeni f + g je tedy polynom
a redlnd (komplexni) ¢&isla ag + bg, a1 + b1, ..., a, + b, jsou jeho koeficienty.

Podobné ukézeme Ze zobrazeni cf je polynom.

n

(cf)(z) =cf(x) = cZaixi = Z(cai)xi.
i=0

=0

Koeficienty polynomu cf tedy jsou ¢isla cag, ca, ..., Ca,.
Nakonec ukéazeme, Ze i zobrazeni fg je polynom.

n

n 2n
(f9)(@) = f@)g(x) = (Z x> (z bx> ey (4
=0 1=0

=0

~—

kde pro £k =0,1,2,...,2n je
k
cx = apby +a1bp—1 + -+ -+ ax—1061 + axby = Z aibp_;.
=0

Vyraz na pravé strané rovnice (4) jsme dostali roznasobenim zavorek a sdruzenim ¢lenti se stejnou
mocninou u z k sobé&. Tzn. rozndsobenim tohoto vyrazu (a,x™+- - -+aiz+ag)(bpa™+- - -+b1z+bp).
O

Jednou ze zékladnich charakteristik polynomu je jeho stupen. Napisme si jeho definici.

Definice 6 Nechf f je redlny nebo komplexni polynom takovy, Ze f(x) = anx™ +a, 12" 14+
a1z +ag pro viechna x z definicniho oboru. Stuper polynomu f (oznacujme st f) je nejvétsim € N
takové, Ze a,, # 0. Stupern nulového polynomu 0 definujeme z technickych diwodi —1. Polynom
stupné 0 budeme nazyvat konstantni.

Stupné polynomu spliiuji tyto nasledujici jednoduché vlastnosti.
Véta 6 Necht f a g jsou polynomy. Pak ndsledugici plati:

1. st f + g < max{st f,st g}.

2. stef =stf proc#0 ast0f =—1.

3. st fg=st f+stg pokud f i g jsou nenulové polynomy. V opacném pripadé je st fg = —1.
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