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1 Skalarni soudin

Definice 1 Necht L je linedrni prostor. Operaci -: L x L — R nazveme skaldrnim soucinem,
pokud Va,y,z € L, Va € R spliuje tyto vliastnosti:

l.xy=y-x

2. (x+y) z=x-z+y- -z

8. (a-z) y=a-(z y)
4.x-x>0ax-x=0ptk x=o.

Linearni prostor, na kterém byl definovan skalarni soucin, nazyvame linedrnim prostorem se
skalarnim souc¢inem.

Priklad Necht ¢ = (aq,...,an) € R" ay = (f1,...,0,) € R™. Jestlize definujeme x -y =
101+ -+ a, By, pak - je skalarni soucin na R™. Tento skalarni sou¢in nazyvame standardni.

P¥iklad Nechf & = (a2, a0) € R? a y = (81, 32) € R2. Jestlize definujeme

soy=tonan- (3 2)-(2).

pak - je skalarni sou¢in na R2.

Véta 1 Necht L je linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem. Pak pro vSechna x,y, z € L plati:
1. x-o=0-x=0,
2.z (x+y)=z-z+ 2z y.

DUkAz:
l.z:o=0-x=0-z) - z=0-(x-x) =0,

2.z (x+y) =(x+y) - z=xz-z4+y-z=z-x+z-y.



Definice 2 Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Pro x € L definujeme jeho
velikost |x| hodnotou /T - x, tj. |x|?> = = - x.

Pozorovani 1 Mdme x - x > 0, takZe \/x - « je definovdno a |x| =0 p.t.k. x = o.

Véta 2 Necht x je prvkem linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem a o € R. Pak |- x| =
ol - ||.

DUKAZ: |az| = /(a-z) (a-z)=+/a - (z-(a-z)=a (a-z) z)=/a (o (x-z)) =
o (x-x)=|a| - Ve-x=la|-|z| O

Véta 3 (Schwartzova nerovnost) Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem a
x,y € L. Pak |z -y| < |x| - |y|.

DUkAz: Necht a € R. Pak
0<(z—ay) - (x—ay)=z-x—a 2z -y)+o? (y-y).
Oznacme A=y -y=|y|?>, B= -2(z-y) aC =z x = |z|?. Takze
0< Aa®+ Ba+C.

Protoze tato nerovnost plati pro libovolné a € R, diskriminant Aa? + Ba + C nemtize byt
kladny, tj. B2 — 4AC < 0. Takze B2 < 4AC. Protoze B%? = (—2(z - y)) = 4(z - y)? a
4AC = 4lz|* - |y|?, dostaneme (z - y)? < |z|? - |y|?, tj- V(z-y)? < /]z|2/|y|®. Takze

|- y| < |z|- |yl O

Véta 4 (Trojahelnikova nerovnost) Necht x,y jsou prvky linedrniho prostoru se skaldr-
nim soucinem. Pak |x + y| < ||+ |y|.

DUKAZ: |[z+y|* = (z+y) (z+y) = z-z+2-z-y+y-y < |z[*+2:|z| [y|+|y|* = (|z|+]|y])?. O

Definice 3 Necht L je linedrni prostor se skalarnim soucinem, x,y € L, x # o0 a y # o.
Pak uhel o mezi x a y je definovdn vztahem:

T-y

|- [yl

cos p =

Pozorovani 2 Diky Schwartzové nerovnosti mdame

< Y .
|| - |y

Definice 4 Necht x,y jsou prvky linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem t.Z. © # o a
Yy # o. Pak rikdme, Ze x,y jsou na sebe kolmé (znacime xly), pokud -y = 0.

Definice 5 Necht B = {by,...,b,} je bdze linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem. Bdzi
B nazyvdme ortogondlnt, pokud b; Lb; pro i # j. Pokud navic pro vsechna i plati |b;| = 1,
pak nazyvdme bazi B ortonormdlnd.



Véta 5 Necht (B) = (by,...,b,) je ortonormdlni usporddand baze linedrniho prostoru L se
skaldrnim soucinem. Pak pro vSechny x,y € L t.2. [x|p = (a1,...,an) a [yl = (B1,...,0n)
plati:

x-y=aifi+ -+ anfh.

DUKAZ:

Ty = (qul +‘+Oénbn) . (ﬂ1b1+'+ﬂnbn) =
= a151b1 - by +a182b1 -ba + - -+ 18,b1 - by + 2 B1b2 - by + aB2by - b + - - -+ @y Brby - by =
=B 1+a1fe- 0+ +ai1fn-0+aB1-0+aefa- 1+ + a8, 1=
=a1f1+ -+ anfh .
O

Dausledek 1 Necht (B) = (by,...,by,) je ortonormalni usporadand bdze linedrniho prostoru
L se skaldrnim soucinem a x € L t.2. [x]p = (a1,...,qn). Pak |z| = /oi + -+ al.

Priklad Necht R” je linearni prostor se standardnim skalarnim souc¢inem. Pak standardni
baze R", tj. {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} je ortonormalni.

Tvrzeni 1 NechtR3? je linedrni prostor se standarnim skaldrnim soucinem, x = (o, e, a3) €
R3 ay = (B1,02,33) € R3. Pak |x| odpovidd velikosti vektoru x (tj. vzddlenosti bodu
(a1, az,a3) od bodu (0,0,0)) a x -y = |x||y|cos p, kde ¢ je uhel, ktery sviraji primky dané
vektory x ay (tj. uhel definovany pomoci skaldrniho soucinu na zacédtku je skutecné ihel mezi
vektory).

DUKAZ: Podle Diisledku 1 je || = y/af + a3 + a3, coz je ale skutecné velikost podle Pytha-
gorovy vety.

Necht T je trojahelnik uréeny body (0,0,0), (a1, ag, as), (51, B2, F3) a z = x —y. Velikosti
vektortl &, y, z odpovidaji velikostem stran trojuhelnika 7. Z kosinovy véty dostaneme |z|? =
|z|? + |y|? — 2|z||y| cos ¢, kde ¢ je tihel, ktery sviraji strany dané vektory = a y. Mame

2P =z z=(z—y) - (z—y) =z’ -2z -y + |y

Dosadime-li do vztahu z kosinovy véty dostaneme:

z|* =2z -y + |y|* = |z|> + [y|* — 2|z||y| cos ¢,

z ¢ehoZ plyne, Ze x - y = |x||y| cos ¢. O
Véta 6 Nechf xq,...,x, jsou navzdjem kolmé nenulové vektory linedrniho prostoru se ska-
larnim soucinem, tj. x; - x; = 0 pro i # j a x; - x; > 0. Pak konecnd mnoZina {x1,...,x,}

je linedrné nezdavisld.
DUKAZ: ReSme rovnici

o]+ -+ xTy =0.
Vynasobime-li skaldrné obé strany rovnice vektorem x;, dostaneme «o;x; - *; = o - x; = 0,
protoze x; - x; = 0 pro ¢ # j. Protoze x; - ; > 0, musi byt o; = 0. Aplikujeme-li tento postup
pro vSechny i € {1,...,n}, dostaneme oy = -+ = ¢, = 0. ]



Véta 7 Necht (B) = (by,...,b,) je ortonormdlni baze linedrniho prostoru se skaldrnim sou-
¢inem. Pak pro soutadnice libovolného vektoru x plati:

[®]p = (x-by,...,x-by).
DUkAz: Necht y = (x - b1)b1 + -+ - + (x - b,)b,,. UkdZeme, Ze © = y.

protoze bj - b; = 0 pro i # j a b; - b; = 1. Z pfedchozi rovnosti plyne (x — y) - b; = 0. Takze
(x — y)Lb; pro vSechny i € {1,...,n}. Pokud & # y, pak podle pfedchozi véty je mnozina

{b1,...,b,,x — y} linedrné nezavisla. Potom ale (B) neni baze (spor). Takze x = y. O
Dusledek 2 Necht (B) = (by,...,by,) je ortonormalni bdze linedrniho prostoru se skaldrnim
soucinem a x je jeho vektor. Pokud [x|p = (a1,...,an), pak pro thel ¢; mezi vektory x a b;
plati:
cos o = &
Pi iz
DUKAZ:
x - bz (074
COSp; = ———— = — .
TR Y
U

Véta 8 (Schmidtuv ortogonalizaéni proces) Necht L je linedrni prostor koneéné dimenze
se skaldrnim soucinem. Pak v L existuje ortonormdlni bdze.



