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1 Operace se zobrazenimi

Definice 1 Necht [ : X — R, g : X — R jsou zobrazeni a ¢ € R. Definujeme zobrazeni
fr9g: X—>R, fg: X —>Racf: X — R takto:

(f+9)(z) =
(fo)(z) =
(cfx) = cf(x

Znaceni:
e 0: X - R, tz 0(x) =0.
o 1: X - R, tz 1(z) = 1.
e Zobrazeni cf pro ¢ = —1 budeme znacit — f.
Vétal Necht f: X - R, g: X =R ah:X — R jsou zobrazeni a b,c € R. Potom plati:

L frg=g+f, f+g+h)=(f+g)+h f+0=Ff, (f+(=9)(x) = f(z) — g(x) pro
véechna ¢ € X.

2. fg=gf, f(gh) = (fg)h, f1=f, f0=0, f(g+h) = fg+ fh.
8. c(bf) = (eb)f, (c+b)f =cf+bf, c(f+9)=cf+cg, 1f =f a0f =0.
DUKAZ:

1. (f+g9)(x) = f(z)+g9(x) = g(z)+ f(x) = (¢9+ f)(z), druhd rovnost plyne z komutativity
s¢itani redlnych ¢isel (tj. a + b = b+ a pro v8echna a,b € R).

2. (f+ (=9)(@) = f(x) + (=9)(2) = f(z) + (=Dg(x) = f(x) — g(x).

f
3. (flg+h))(z) = f(x) (g+h)(x) = f(x)(g9(x) +h(z)) = f(x)g(z) + f(x)h(z) = (fg)(x) +
(fh)(x) = (fg + fh)(x).

]
Zobrazeni f + (—g) budeme znacit f — g.



2 Polynomy

Definice 2 Zobrazeni f : R — R se nazyvd redlny polynom, pokud existuji ag,a1,...,an € R
takovd, Ze f(x) = apx™ + ap_12" "t + --- + a1x + ag pro viechna x € R. Cisla ag,ay, ..., ay
se nazyvaji koeficienty. Strucny zdpis:

@)= aa. (1)
=0

Zobrqzenig : C — C se nazyva komplexni polynom, pokud by, by, ..., b, € C t.2. g(x) =
Yot bix® pro vSechna x € C.

Zobrazeni 0 je polynom, ktery budeme nazjvat nulovy polynom. MnoZinu realnych (kom-
plexnich) polynomi zna¢ime R[z] (Clz]).

Pozorovani 1 Necht f je redlny (komplezni) polynom t.2. f(z) = > I, a;x’. Potom plati

flx) = apa" +---4+a1x+ag=
= 02" fapa" - Farr+ag =

= 02"+ 02" + a2+ +arxtag =

Véta 2 Mnoziny Rlz| a C[z] jsou uzavreny na operace +, - a ndsobent redlnym (kompleznim)
cislem. Tj. Vf,g € Rlz] a Ve € R plati f + g € Rlz], fg € Rlz] a cf € Rlz]. Podobné pro
Clz].

DUKkAZ: " .
i=0 i=0

Protahneme f nebo g tak, aby méli stejny pocet koeficienti. Pak

n

(f+9)() = f(@)+g(x) =D aa’+ Y ba' = (ai+b)a'.
1=0 1=0

=0

m

(f9)(@) = F(2)g(z) = (Z x)
1=0 j

kde

= 7=0 =0

k
cr = apby + a1bg—1 + -+ ag_1b1 + agby = Z aibr_; .
=0

m n m n m-+n
0 j : -



Definice 3 Necht f je polynom t.z. f(z) = ,_,aiz". Stuper polynomu f (st f) je nejvétsi
méeN tz a, #0.st0 = —1.

Véta 3 Necht f, g jsou polynomy t.2. f(z) = > 1 jaxt, g(x) = > iy bizt. Pak f =g p.t.k.
st f =stg a a; = b; pro vSechna i € {0,...,st f}.

DUKAZ: Sporem: pokud m # n, pak prodlouzime f a g na stejny pocet koeficientti. Mame

n n
Z a;xt = Z bt
=0 =0

n

Z(CLZ‘ — bz)l'Z =0

i=0
Existuje polynom h t.z. h(z) = 2" + ¢,_12" 1 + --- + ¢o = 0 pro viechna z € R(C). O

Véta 4 Necht f a g jsou polynomy. Pak plati:
1. st f £ g < max{st f,stg}.
2. stef =st f proc#0.
3. st fg=st f+stg pokud f,g # 0.

Véta 5 Necht f,g jsou polynomy a g # 0. Pak 3 jednoznacné urcené polynomy p a z t.2.
f=gp+zastz<stg.

DUKkAZ: O
Existence plyne z algoritmu déleni polynomu. Jednoznac¢nost dokazeme sporem. Ptrepokla-
dame, Ze existuji polynomy p1, pe, 21, 22 t.2. p1 7# p2 nebo z; # 22 a

f=gp1+2z1, f=gp2+ 2, stzg <stg, stzg <stg.

gp1+ 21 =gp2 + 22
g(pl —Pz) =Z2— 21
Protoze p; — p2 # 0 a g # 0 mame:
st g(p1 — p2) = stg+st(p1 —p2) =st (22 — 21) < max{st za,stz1} <stg

Jediné kdyz st (p2 — p1) = —1, tj. p1 = p2. A tudiz

(en]]

22— 21 Zg(pl —p2) :g():

Definice 4 Nechf f,g jsou polynomy. Rikdme, Ze f je délitelny g (g déli f), pokud z = 0.
Priklad na déleni.

(2% — 2t +42® + 322 —x+ 1) (P 2® —2+1)



3 Hornerovo schema

flz) = asx® + asz® + as2® + a1z + ag
= (a4x + ag)az3 + agz? + a1z + ag
= ((aaz + a3)z + a2)z? + a1z + ag
= (((agx 4+ as)x + a2)x + a1)x + ag

f(zo) = (((aazo + ag)zo + a2)xo + a1)zo + ao

by = ay
bs = bgzg+ag
by = bszg+ as
by = bawo+ax
bp = biwg+ag
Pak
flzo) =bo, f(z) = (x—x0)(bax® + b3z® + bz + by) + by .
a4 as a2 ai ap
i) b4$0 bg.’Eo bg.ro bll‘o
by bs ba by bo
Priklad
22* —32% + 522 — 246, xo = —2
4 Koreny

Definice 5 Necht f je nenulovy polynom. Redlné (komplexni) c¢islo ¢ nazveme korenem f,
pokud f(c) = 0.

Veéta 6 Komplexni cislo c je kotenem polynomu f p.t.k. [ je délitelny polynomem x — c.
DUkAz:

(=) Necht f(c) =0. f =(z—c¢)p+ 2z astz <st(x—c)=1. Takze st z = 0 nebo st z = —1.
Polynom z je tedy konstatni, tj. z(z) = b pro né&jaké b € R. Mame tedy:

f(z) = (x = c)p(x) +b
Protoze c je koren, dostaneme:

0=f(c)=(c—c)p(c) +b=0p(c)+b=1>b

(<) Necht f(z) = (x — ¢)p(z). Pak f(c) = (¢ — ¢)p(c) = 0. Takze c je kofen.



Definice 6 Necht f je polynom. Redlné (komplexni) ¢islo ¢ nazveme k-ndsobnym kotenem
f, pokud k je nejuétsi prirozené cislo t.2. (x — c)* déli f. Cislo k se nazjvd ndsobnost.

Véta 7 (Zakladni véta algebry) Kazdy f € Clx] t.2. st f > 1 md alespori jeden kofen.
Dusledek 1 Nechf f € C t.i stf=n>1a f(z)=> 1 ,ax’. Pak
f@) = an(z — )™ (@ — ) - (& = e)t
pro néjaka b,cy,...,c;m €C aky,...,kn,m €N. Navicn =ky +ko+ -+ kp,.
DUKAZ: Inkukci podle stupné.
1. Pro n =1 plati, protoze a1z + ag = a1(z + Z—‘l))
2. Necht st f = n. Podle ZVA mé f kofen, tj. f = (z — ¢)*p. Ziejmé
n=stf=st(z—c)k+stp=4k+stp
stp=n—k
7 indukc¢niho predpokladu:
)

Dosazenim:
f=(@—0fp=blz— )@ —er) o (2 — cm)br

Ziejmé b = ay,.

Véta 8 Necht f € Clz] s redlngmi koeficienty a ¢ = a + bi je jeho k-ndsobny koten. Pak
¢ =a — bi je také k-ndsobny koten f.

DUKAzZ: Necht f(z) = apz™ + - -- + ap. Pak

fx)=ana™+ - +ay=a,(T)" +---+a =an(T)" +---+ao = f(T).

Protoze f(z) = f(Z) a T, mame f(z) = f(T).

f) = f@) =@ =) bu(@)" + -+ bo)



Dausledek 2 Necht f € R[x| a st f je lichy. Pak f md alesporn jeden redlny koten.
Véta 9 Necht f € R[z]. Pak
f(@) =an(x —c)® (2 —cn)™ (@ + byx + dp) - (22 + by + d,).

DUKAZ:
f(@) = an(z — )™ - (2 — )

Kdyz se (z — ¢;)* vyskytuje v rci nahote, pak se (z —&)* vyskytuje také. MiZeme je rozna-
sobit:

(z —c)fi(z — &)k = (2% — (c; + @)z + i)™ = (2 — 2Re(c))z + |ei*)M

Definice 7 Nechf f € Rlx]. Rekneme, Ze f je ireducibilni nad télesem R, pokud neexistuji
g,h € R[x] t.2. f=gh astg,sth>1.

Dusledek 3 Polynom f € R|x] je ireducibilni p.t.k. st f = 1 nebo st f = 2 a f md pouze
komplexni koreny.

Véta 10 Necht f(z) = anz™ + -+ +ag je polynom stupné n a a; € Z. Pokud f(%) =0, kde
g € Q a p,q jsou nesoudélnd, pak p déli ay a q deéli a,.

DokAz: Dosadime 2 do f(x):

n n—1
0=f<p>=an(p> +an1(p> +---+a1(p>+a0
q q q q

Vynasobime ¢™:
anp" + an_1p" g+ apg" Tt + agg” =0

Tudiz:
anp” = —q(an—1p" "+ -+ a1pg” 7 + agg™ ")
aoq" = —p(anp” " + an_1p" g+ + a1q" ")
Takze q déli a,p" a protoze p, g jsou nesoudélna, déli i a,,. Podobné p déli agp. ]
Priklad:

3zt — 23 4+ 22— 22+ 6
p € {£1,+2,£3,+6}, g € {£1,+3}

P 1 2
—e{+l,4£2,£3,£6, £, £



