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1 Linearni prostory

Definice 1 Linedrnim prostorem nazyvame kaZdou neprdzdnou mnozinu L, na které€ je defi-
novdano scitani + : L X L — L a ndsobent redlnym cislem - : R x L — L a tyto operace splriuji
pro kaZdé x,y,z € L, a, 3 € R vlastnosti:

1. z+y=y+=x komutativita +

2. (z+y)t+z=x+(y+2) asociativita +

3. a-(f-x)=(af) asociativita -

4. a-(x+y)=a-z+a-y distributivita

5 (a+p) z=a-xz+[ -z distributivita

6. 1l-x==x neutrdlni prvek pro -

7. existuje o € L, Ze pro kazdé x € L je 0-x = o existence nulového prvku.

Prokim z mnoziny L rikame vektory. Prvek o se nazyvd nulovy vektor. Redlnému cislu ve
vyrazu o - x Tikdme skaldr.

Priiklad , Stfedogkolské vektory v roviné* tj. mnozina Sipek vedoucich z pocatku do libo-
volného bodu roviny tvofi linearni prostor, kdyz definujeme operaci sc¢itani pires doplnéni na
rovnobéznik a nasobeni skaldrem « jako odpovidajici prodlouZeni (zkraceni) Sipky a v pfipadé
ze a < 0 jesté navic otoceni Sipky o 180 stupnti.

Piiklad Necht Fx je mnozina vSech zobrazeni z mnoziny X do mnoziny redlnych c¢isel R.
Pak Fx tvofi linedrni prostor s operacemi + : Fx x Fx — Fx a néasobeni redlnym ¢islem
-: R x Fx — Fx. Z prvni pfednasky vime, ze vSechny vlastnosti 1-6 z definice linearniho
prostoru to spliiuje. Konstatni zobrazeni 0 : X — R funguje jako nulovy vektor, protoze
0-f=0.

Rozmysleme si, ze usporadané n-tice redlnych ¢isel mizeme chapat, jako zobrazeni z mno-
ziny {1,2,...,n} do mnozZiny realnych ¢isel. Napi. usporadanou pétici (3,1,2,—1,7) mizeme
chapat jako zobrazeni f : {1,2,3,4,5} — R takové, ze f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2, f(4) = —
a f(5)="7

Priklad Mnozina usporddanych n-tic redlnych ¢isel R™ = R x --- x R tvofi linedrni prostor,
pokud definujeme operace +, - takto:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—l—bn),

a-(at,...,an) = (aaq,...,qa,).



Fakt, Ze to je linearni prostor plyne ze skutec¢nosti, Ze toto je vlastné jen specialni pripad pred-
choziho lin. prostoru Fx, kde X = {1,2,...,n}. Nulovy vektor je v tomto pfipadé usporadana
n-tice (0,...,0).

Véta 1 V kazdéem linedrnim prostoru L plati:
. z+o==x Ve e L
2. x-o=o0 Va e R
3 Jelia-x=0aa#0, pakx = o.
DUKAZ:
1. :c—i—o;ac—i—o-wgl-:c—I—O-wi(1+O)'x:1-ng.
2. 00Za-(0-2)Z (a0 z=0-z20.

3.1
T a

(a-z)=1.0=0.

3. azzl-w:(éa)-w

Definice 2 Neprdzdnd podmnozina M linedrniho prostoru L se nazgvd linedrnim podprosto-
rem prostoru L, pokud pro vsechna x,y € M a o € R plati:

1. x+yeM,

2. a-x e M.

Priklad Mnozina R[z] je lin. podprostor lin. prostoru Fg, protoze soucet dvou polynomu je
opét polynom a a-nasobek polynomu je také polynom.

Priklad Mnozina redlnych polynomu stupné nejvyse n je lin. podprostor lin. prostoru R|z],
protoze st (f + ¢g) < max{st f,stg} <nast(a-f) <stf<n.

Priklad Mnozina redlnych polynomi stupné préavé 3 neni lin. podprostor lin. prostoru R|z],
protoze napi. st (0- f) =st0 = —1 # 3.

P#iklad Mnozina M = {(z,y,2) € R3 | 2z + y — z = 0} je lin. podprostor lin. prostoru R3.
Necht (x1,y1,21), (x2,¥y2,22) € M a o € R. Ukdzeme, zZe (x1 + x2,91 + y2,21 + 22) € M a
(wy, ay1,az1) € M.
2(wy +x2) + (y1 +y2) — (21 +22) = (221 +y1 —21) + (222 + 92 —22) =0+ 0=0.
2(az1) + (ay1) — (az1) = a(221+y1 — 21) = a0 =0.

P¥iklad Mnozina M = {(z,y, z) € R3 | 2+ y — z = 3} neni lin. podprostor lin. prostoru R3.
Napt. 0 (z,y,2) = (0,0,0), ale (0,0,0) ¢ M, protoze 2-0+0—0=0 # 3.

Véta 2 Necht M, N C L jsou lin. podprostory lin. prostoru L. Pak



1. M NN je linedrni podprostor L,
2. M UN nemust byt linedrni podprostor L.
DUKAZ:

1. Necht ¢,y € MNN a « € R. Z vlastnosti priniku mame ¢,y € M a ¢,y € N. Protoze
M, N jsou lin. podprostory, x+y € M ax+y € N. To ale znamend, ze t+y € M NN.
Podobné - x e M aa-x € N. Tudiza-x € M NN.

2. Necht M = {(a,0) € R? |a € R} a N = {(0,b) € R? | b € R}. Pak M i N jsou zfejmé
podprostory R2. Nicméné M U N neni podprostor R?, protoze napi. (1,0) + (0,1) =

(I,1) M UN.
O
2 Linearni zavislost a nezavislost
Definice 3 Necht L je linedrni prostor a x1, .. .,x, € L. Linedrni kombinaci vektori x1, ..., x,
rozumime vektor:
01Z1 + -+ app,
kde a1, ...,a, € R. Cisla oy, ..., q, se nazjvaji koeficienty linedrni kombinace.
Pokud oy = -+ = a,, = 0 nazgjvdme linedrni kombinaci trividlni. V opacném pripadé
netrivialng.
Pozorovani 1 Trividlni linedrni kombinace je vZdy rovna nulovému vektoru.
Definice 4 Konecnou posloupnost (skupinu) vektori @1, ..., x, nazgvdme linedrné zdvislou
(LZ), pokud existuje netrividlni linedrni kombinace vektori x1,...,x,, kterd je rovna nulo-
vému vektoru. V opacném pFipadé ji nazyvame linearné nezdvislou (LN).
Konecna posloupnost vektord @y, ..., x, je tedy LZ, pokud existuji o, ..., a, € R alespon
jedno «; # 0 a plati:
a1y + - Foapx, =o0. (1)

Naopak 1, ..., 2, je LN, pokud jedind moznost jak splnit rovnici (1) je ag = -+, = 0.
P¥iklad Vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) z lin. prostoru R? jsou LN, protoze
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + @3(0,0,1) = 0

(ala Oa 0) + (07a270) + (07 07 043) = (07070)
(a1, a2,a3) = (0,0,0)

P¥iklad Vektory (1,2,3), (1,0,2), (—1,4,0) z lin. prostoru R? jsou LZ, protoze
al(]-v 27 3) + 012(1, 05 2) + 013(—]., 47 0) = (07 07 0)

(Oél + as — a3, 2a1 + 4ag, 3o + 20(2) = (0, 0, 0)



ap + a — a3 = 0

2011 + 4da3 = 0

a1 + 209 =0
Soustava mé nekone¢né mnoho reseni. Vyjadieno s parametrem p € R mame ag = p, as = 3p
a a3 = —2p. Existuje tedy i jiné Teseni nez jen samé nuly napf. pro p = 1 mame az = 1,
as =3 aa; =—2tj.

Vét
1

S = o e

-2(1,2,3) +3(1,0,2) + 1(—1,4,0) = (0,0,0) .
a 3 Nechf xq,...,x, je konecnd posloupnost vektori lin. prostoru L. Pak
. Linedarni zavislost ¢i nezdvislost se nezmeéni pri zméné potadi vektoru x1,. .., T,.
Jestlize x; = o pro néjaké i € {1,...,n}, pak je x1,...,x, LZ.
Jestlize x; = x; pro i # j, pak je x1,...,x, LZ.
Jestlize je x1,...,xy LZ a xpy1 € L, pak je 1, ..., %y, xnr1 LZ.
Jestlize je ®1,...,x, LN, pak je x1,...,x,—1 LN.

Konecénd posloupnost 1 je LN p.t.k. 1 # o.

DUKAZ:

1.

2.

Vét
t.2.

Plyne z komutativity s¢itani vektort.

Vzhledem k predchozi vlastnosti mtizeme predpokladat bez jmy na obecnosti, ze 1 =
o. Pak
l-o+0- 244+, =0

Opét muzeme predpokladat, Ze 1 = x2. Pak
lx1+(-1)-z2+0-x3+---+0-x,=(1—-1)- &1 =0
Pokud ag, ..., a, jsou koeficienty netrivialni lin. kombinace vektora x1, ..., x,, pak

a1$1+"'+anmn+0'mn+l =ot+o=o0
Sporem: pfedpokladejme, ze x1,...,x,—1 je LZ. Pak podle pfedchoziho tvrzeni musi
byt i xy,...,x, LZ, coz je spor s predpokladem tvrzeni.

Obé implikace dokdzeme neptimo. (=) Pokud x; = o pak x; je LZ podle 2. tvrzeni.
(«=) Pokud x; je LZ, pak a-x; = o pro néjaké o # 0. Takze podle Véty 1 mame x; = o.

O

a 4 Necht n > 2. Konecnd posloupnost vektord x1,...,x, je LZ p.t.k. 3r € {1,...,n}
x, je roven linedrni kombinaci ostatnich vektori.



DUkAZ: (=) Pokud «1,...,x, je LZ, pak existuji a1, ...,a, € R alespon jedno «, # 0 t.Z.

a1y + -+ oy + -+, = 0.

a1+ -+ Xy + (o)X + - oy, = —ap, .

n
E ALy = —QpLyp .

i=1, ir

(«=) Predpokladame tedy, ze

n
T = Y Biwi.

i=1,i#r

Z Bixi+ (—)x, = 0.

i=1, ir

Coz je netrivialni linedrni kominace, protoze koeficient u x, je —1.



