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• _` ab c b de ` d cf g a dh i j hk ` l` hm k cm gn op q j b a dhm g` l` hm abk

rs tvuw w x y x z{ u| w } ~� y x � � x �u y x z{ ��� { ��| w x y x�| { � � t � ~��� �� � z{ � �

•n m cf �k ` k h� _� i a le h gk le b h� � e �� � dhm k l cm l

�� u| w � � t� � � ~ � y| { � �� �� � y � u| x �� y� � � � u| w { � { } {| y �� u � {

• �� f f � cf � a� b c` dn o p q �` le c � � b a � c l` hm h b c � � f h i ab c l` hm

w { �� } � � � x y x�| tvu| u � � � x � t�� s � t�� ~� y � { � w { z{ � � � } {| y

•n o p q� h b m hm dhm � h b i ` m � ��  k

¡� � � u � � � � w { �� } � � � x y x�| t � s � t � � y x } u � ��� { ��| w x y x�| { � �
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s ¦§ x| Ω⇒ ¨| w : u ∈ V (Ω) : a (u, v) = b (v) ∀v ∈ V (Ω) t

a (u, v) =

∫

Ω
〈D∇u,∇v〉 dx,

D ... �§ � t � x{ �{ � x �{ ��| � yu| y t physical anisotropy.

V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v (x) = 0�| Γ0

}

©ª «¬ } � � y� � � x| { u � y� xu|  ~� u � ® y{ y� u � {w � u � ©ª �¯ °± ²³´µ ¶· ¶¸ ´¹ º» ³ º ¼ ½ �

Vh = span{φk
i } ⊂ V (Ω) , uh =

∑n
1 uiφ

k
i , u = [ui]

¾¿ À¬ Au = b, A x � �§ � � { u � { x| y{ � { � y{w x| ¹ º·Á ²³¹ Â´ »Ã Ä º ºÅ

µ º± ¼ · ²Æ ´ » ½ Ç º ¼ »´ ± ¶· º ³ Å ²³ ÈÉ ³ ºÊ °¹ » ¸ ²¹ ¹ ¶ ¸ Å ¹ µ ¶· ¶ Ê ´ ·´ » ½ Ç ¼ ¶ ³ ¶· · ²·´Ë ¶ Ê · ² È �
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TH Th

Î b ` g e ` ab c b de �ÐÏ �� g` k db a l`Ñ c l` hm Ò k �k l a i k h f� l` hm

• À « ¿ Ó¬ �� u � �{ � xw � �vu �{ Ô ¨| { � xw �� } ��� { } {| y

• « ~� y x � xw ¬ �� u � �{ � xw � �vu �{ Ô � ~� � ¨| { � xw � �vu �{ � x y � � � { u � �� � z{ �

• ¡� �� � { z{ � � � � � u �Õ } { y � �w �¬ �� u � �{ � xw � �vu �{ Ô � � �u � ¨| { � xw � �vu �{ �

•¿ � �u � � xw � { ¨| { } {| y y{ � �| x Ö ~ { �
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• Î b ` g Th Øm h g ak Nh = {x1, . . . , xn} Øm h g cf � ck ` k {
φh

i

}n

i=1
⊂ Vh

• Î b ` g TH Øm h g ak NH ⊂ Nh Øm h g cf � ck ` k {
φH

i

}
⊂ VH

• Nh = NH ∪N+
h ⇒e ` ab c b de ` d cf � ck ` k Ï

{
φ̄h

i

}
⊂ Vh¬ φ̄h

i =





φh
i x� xi ∈ N+

h

φH
i x� xi ∈ NH
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Ù b g ab m h g ak u �¬ | �w { � x| N+
hÚ bk l u| w | �w { � x| NHm aÛ l �

� x } x� u � � � t � �w { � � � y � | �w u � u| w � x{ � u � � � x �u � � u � x � � ~| � y x�| � �

Ü b cm k � h b i c l` hm h� � ck ak ¬
φ̄h

i =
∑

k

Jik φh
i t J = (Jij) =


 I1 0

I21 I2


 N

(
V +

h

)

N (VH)

t

I21� � � } x| y{ � � � � u y x�| t (I21)kl = φ̄h
k(xl) t xl ∈ N+

h �

A =


 A11 A12

A
T
12 A22


 =

[
a

(
∑

k

Jik φh
i ,
∑

l

Jjl φ
h
l

)]
= JAJT

• A x �w {| �{ � y � u| A t

• A11 = A11 t A22 = AH Ý Ý Ý y � { � { x � u � � � �Þ � x y � � � � u � x| � � � } u y x�|

• S = A22 −A21 A
−1
11 A12 = S = A22 −A21A

−1
11 A12
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á � Ï

Vh = span{φh

i }

_ � Ï Vh = VH + V +
h =

span{φh

i : xi ∈ N
(
V +

h

)
}

+span{φH

i : xi ∈ N (VH)}

ANB =


 A11 A12

AT
12 A22


 N

(
V +

h

)

N (VH)

âãä å æç è éãê èë â ë ãì í î

ï çä å ãê ë ð ë ãì èë çê ñãò ó èä ç ãê

AHB =


 A11 Ã12

ÃT
12 AH


 N

(
V +

h

)

N (VH)
ôò îä â ë ãì í ï çä å ë ãì èë çê ñãò ó èä ç ãê õ îöì ãê æ

ï çä å é ë ã â èë çê ñãò ó èä ç ãê ÷
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A = A(k+1) =


 I

A21A
−1
11 I




 A11

S




 I A−1

11 A12

0 I




BM = B
(k+1)
M =


 I

A21A
−1
11 I




 A11

Ā22




 I A−1

11 A12

I




g = B−1
M r 	
 � � �� ��� � � �� � �� 
� � �� � �� � �

step I g1 ← A−1
11 r1

step II g2 ← A
−1
22 (r2 −A21g1)

step III g1 ← g1 −A−1
11 A12g2 = A−1

11 (r1 −A12g2)

�� � � � �! � �� � ! � "� # �$

%& � �� '() � � � �� *� ( + � � ) (, A11 -�. & � �� '( ) � � � �� *� ( + � ) (, Ā22 -

+ ' � () / �) 	 
 () � � � * A21, A12 - %& 0 	( �1 � ' � ( 1 
 ( ) � �2
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A = J AJT =


 A11 A12

A21 A22


→ BA =


 A11

A22


 =


 A11

AH




BA ∼ A = J−1A J−T ⇒ BA = J−1 BA J−T , σ(B−1
A A) = σ(B

−1
A A)

g = B−1
A r = J T

(
BA

)−1
J r 	
 � � �� ��� � � �� � �� 
� � �� � �� � �

step I g2 ← A
−1
22 (r2 + I21r1)

step II g1 ← A
−1
11 r1 + IT

21 g2

�� � � � �! � �� � ! � "� # �$

. & � �� '() � � � �� *� ( + � � ) (, A11 = A11 - . & � �� '( ) � � � �� *� ( + � ) (, A22 -

%& 0 	( �1 
J J ) ( ) � � K�. & + ' � ( ) / �) 	
 ( ) � � � ) (, I21 K . & + ' � () / �) 	 
 () � � � ) (, IT
212
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� ��� ùL � � � ý � I ùú ü ýþ ý ü ��� ý � ù � � � � � ù� ý� M

B̃A
 �J B̃M 
 1) �  � ,  � Akkvk = wk
 1  #� � N �� ! � ��O � P � � ! � �� Q

vk =
 / /� �� 0 (
Akk, wk

)
=� �� 0 (Bkk, wk)

� *  & / � �) ( ) � R 
 / / 1 �& ) + 
 ( ) � � Bkk ∼ Akk �1 ) � � 1 ) (  1 
 ( ) � �� 2

�S � � " � #T � O A11 �

• B11 =J ) 
 R (A11) K B11 =) � ' (A11) K B11 =+ ) � ' (A11) K

•) � � 1 ) (  1 
 ( ) � �� 	 � �( 1 ��  J � *+ 
 & ) ( = η, 
 	 	 = ε� ) (, � ) + / � 

/ 1  	 � �J ) ( ) � � 1 2

�S � � " � #T � O A22 �

• B22 = Bc
A �1 B22 = Bc

M � ,  1  Bc
A, Bc

M 
 1  
 R 
) �, )  1 
 1 	, ) 	
 �

/ 1  	 � �J ) ( ) � � 1� � � (,  	 � 
 1�  1 �  0 � K

•) � � 1 ) (  1 
 ( ) � �� � ) (, / 1  	 � �J ) ( ) � � 1� Bc
A, Bc

M2
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T1 −→ T2 −→ . . . . . . . . . −→ Tm

A(1) −→ A(2) −→ . . . . . . . . . −→ A(m)

I
(2)
12 −→ . . . . . . . . . −→ I

(m)
12

� �1 k = 2, . . . , m

J U � Nk = Nk−1 ∪N+
k

J U � B
(k)
A �1 B

(k)
M

T � O k = 2, . . . , m

J U � � � � � �� � N �� ��O � "� � � � � �� � �O B
(k) = B

(k)
A �1 B

(k) = B
(k)
M

) � k = 2(,  � B
(k) = B(k)

) � k > 2(,  � B
(k)) � 
 / / 1 �& ) + 
 (  ( � �WV �  0 � / 1  	 � �J ) ( ) � � 1 B̃(k)� ) (,

•J )X  1  �( 
 / /� �� 0 (A11)

• 
 / /� �� 0 (A22) R) 0 � � * νk) (  1 
 () � �� � �) � � 1 Y,  � *� 	,  0

�1 YZ ) (  1 
 ( ) � �� � ) (, / 1  	 � �J ) ( ) � � 1 B
(k−1)2
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� � ü [ M � M ù\ � I ù ü ýþ ý ü ��� ý � ù� � � � � ù � ý� M

]  ( γ < 1 ^_ `a _b cd e e_b `fg hb `d h `b if a `a d `$

〈
A12v̄

(2), v̄(1)
〉
≤ γ

√〈
A11v̄(1), v̄(1)

〉√〈
A22v̄(2), v̄(2)

〉
.

〈
BAv̄, v̄

〉
=
〈
A11v̄

(1), v̄(1)
〉

+
〈
A22v̄

(2), v̄(2)
〉

〈
Av̄, v̄

〉
=
〈
BAv̄, v̄

〉
+ 2

〈
A12v̄

(2), v̄(1)
〉

(1− γ)BA ≤ A ≤ (1 + γ)BA

⇒ κ(B
−1
A A) = κ(B−1

A A) ≤ 1 + γ

1− γ

B−1
M A =


 I A−1

11 A12

0 I



−1 
 I

S−1A22




 I A−1

11 A12

0 I




σ(B−1
M A) ⊂ σ(I) ∪ σ(A

−1
22 S) = σ(I) ∪ σ(A

−1
22 S̄) ⊂ 〈1− γ2, 1〉

⇒ κ
(
B−1

M A
)
≤ 1/(1− γ2) = 1

(1+γ)2 � () + 
 (  (κ(B−1
A A)).
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� � ü [ M � M ù\ � � ��� ùL � � � ý � I ù ü ýþ ý ü � � ý � ù� � � � � ù� ý� M

]  ( A �  klm K γ) � 
� 
 � � 0 
 �J α1, α2, β1, β2
 1  / �� ) () 0 	 � �� ( 
 �(� �

α1A11 ≤ B11 ≤ β1A11

α2A22 ≤ B22 ≤ β2A22
2 n,  � 	 � �J (B̃−1

A A) ≤ 4
1−γ2

1

2
(β1+β2)

2/
“

1

α1
+ 1

α2

”2

]  ( A �  klm K γ) � 
� 
 � � 0 
 �J α, β
 1  / �� ) () 0 	 � �� ( 
 �(� �

A11 ≤ B11 ≤ (1 + α)A11

A22 ≤ B22 ≤ (1 + β)A22

2 n,  � 	 � �J (B̃−1
M A) ≤ 1

1−γ2 (1 + α + β)2

n,  
 � � 0  � ( ) + 
 (  � 	 
 � �  � � ' �J  2 R2 ) �o &  �� � � � % p p %2 o � �(,  1  � ( ) + 
 ( 

� , �� ) � RJ  � ) 1 
 � �  / 1 � /  1 ()  � � � B11 q� + 
 � � J )X  1  � 	 B11v −A11v � �1

� + � �(, 0 	( �1� v r 	
 � �  � � ' �J  2 R2 ) �s �( 
 * . t tu 2



345 6 78 9;: 8<= >?@ A ?B CED 7 7F G :v'

&

$

%

ù� M �� � � γ� � � M �� ý� w �x ý� ý � y �� ý z ÿ � ü � � [

〈
A12v̄

(2), v̄(1)
〉

= a(v2, v1) K � ,  1  v2 ∈ VH 
 �J v1 ∈ V +
h = Wh2

Vh = VH ⊕ V +
h , γ = cos(VH , V +

h ) = sup a(u,v)√
a(u,u)

√
a(v,v)

u ∈ VH , v ∈ V +
h

{ |}~ ��� ��� �� �~ �� |� γ � { � � E = ∪ ek� � ~ �~ }� | � �� � � � � �

u ∈ VH ⇒ u |E∈ P1, i.e. u |E∈ VH (E) ,

v ∈ V +
h
⇒ v |ek

∈ P1, v = 0 in vertices of E...V +
h

(E)

a (u, v) =
∑

E

∫

E

〈D grad u, grad v〉 dx =
∑

E

aE (uE , vE)

�S �� O � � $

γ ≤ max
E

γE , γE = sup
aE (u, v)√

aE (u, u)
√

aE (v, v)
:

u ∈ VH (E) , u ∈ V +
h (E)

u 6= const., v 6= 0
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y �� �
m=3

� �� γJ  /  �J � � ��

•+  � , � )�  ,

• 1 U �+  �( + ' � ( ) / �) 	) ( *+

• 	 �� 	)  �( 
 �) � �( 1 � / *

• � +  �( � , 
 / 

• 	 �� 	)  �( � '+ /�

�� N � # � � � ! � �� � � T γ

•� d � `� _ �� ib ��� �� � � γ =
√

3/4 %m ] 
 / � 
 	) 
 � K 
 1 �) ( 1 
 1 *  � +  �(

� , 
 /  � γ =
p

3/8   ¡¢£ ¤ ¡ ¤¥¦§ ¦ ¤ ¨ γ =
p

1/2   ¡¢ ¢ ¦ ¥©ª « ¬®§ ª ¢ © ¢£ ª « ¬§ ¦ ¤ ¯

•� d � ° _ hg ±� � � ² � γ =
√

3/4 %m  � 
� ( ) 	) ( *�³ K ν K 1  	( 
 � R ' � 
 1 ( 1) 
 � R´�  �

•µ f a f a d ^ �� d � ` � _ � � �¶ � γ =
√

3/4 %m ) � �( 1 � / 2  � 
� ( ) 	) ( * K R � 1 
 �

( 1) 
 � R´�  �
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•µ · _ eb b g h � � � � � %m K 
 �) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 � K 1  � 1  � 	 ( 1) 
 � R´� 

•µ · _ eb b g h ��¸ ed a _ `d qº¹ »s ¼  / 2 % p p. Ko / / � 2 ½ 
 (, 2 % p p¾ r �

%m K 1  � 1  � 	  � +  �( ¿ K 
 �) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 � 
 �J R � 1 
 �  � 
� ( ) 	) ( *

À m � ��J 1 U �+  �( ¿

À 
 �) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 �

À R � 1 
 �  � 
� ( ) 	) ( * ci,j,k,l ¿

À 
 1 �) ( 1 
 1 *  � +  �( � , 
 /Á




√
m2−1

m2
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� � � ý � ù\ M � � ü ý ý M � � � � ý ù\ �x ý y �� �

aE (u, v) =

∫

E
〈D grad u, grad v〉 dx


� � + 
 / /) � R ( � ¼ q1  � 1  � 	 r
F : E → R K Fx = Gx + g

ãR (ũ, ṽ) =

∫

R

〈
D̃ grad ũ, grad ṽ

〉
dx̃

T1 T2

T3

T4

D̃ = G−T DG−1 |G| , ãR (ũ, ṽ) =
∑∫

Tk

〈
D̃δ, d(k)

〉
dx̃2 D̃δ 	 � �� ( 
 �( � � E2

¼  � 
 () � �� � �1 d(k) = ∇ṽ�)Ã  d
(1)
1 = −d

(2)
1 
 �J d

(3)
1 = d

(4)
1 K 
 �� �

d(1) + d(2) + d(3) = d(4)(,  �  � 
 � �  ( � / 1 � � � (,   � ( ) + 
 ( 
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�x ý� x � ý� � � � x � �� ü � ý � ù � ù M � � � ù� M

⇒ ⇒

• �) � 
 1 V �) � 
 1 Ä³ � � �1 � *+ +  ( 1) 	 ( 1) 
 � R ' � 
 () � � γ → 1

• Å ' 
J 1 
 ( ) 	V �) � 
 1 Ä³ �
S(2) = 4

3S(1) − 1
3A

(1)
H R) 0 � γ2

2 = 4
3γ2

12 n, '� γ = γ2 → 12

⇒

• �) �) � 
 1 V �) �) � 
 1 Ä³ ql ' � ( 
 1 � 0Æ % p p¾ r γ2 ≤ 3
4 � �1 �1 (, �( 1 � /) 	

] 
 / � 
 	) 
 �2 ½ �1  � 0 1 K γ2 = 3
8) � (,  ) � �( 1 � /) 	 	 
�  2
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¹ ', �ÉÈ� J ) 0) � ) � � � �

	 ' � ) �( � Ê (  ( 1 
,  J 1 


m = 3 −→ m3 	 ' �  �

 
 	, 	 ' �  −→ Ê (  ( 1 
,  J 1 


=⇒ � ý � ù � ù M � � � ù� ù\ � Ë � w � ý �� � x ý �� ù�

�� � ù m
2 M � ü ý� � ý �� � x ý �� �
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• Ì i hÍ �� d � `� _ � � � � � Îm ) � �( 1 � /) 	  � 
� ( ) 	) ( *

•µ f a f a d ^ �µ · _ eb b g h � _ `d eÏ ÐÑ Ñ Ñ � γ =
√

9/10 � �1 Îm K) � �( 1 � /�2  � 
� ( ) 	) ( *

10

7 8

1 2 3

6

9
x

x

3

2

1

x

4 5

ÒÓ Ô � ! S � �! qs ]o o % p p Î r

• m � ��J 1 U �+  �( K m ≤ 5 q % Õ n r

• 
 �) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 �

• R � 1 
 �  � 
� ( ) 	) ( * ¿

• 
 1 �) ( 1 
 1 *  � +  �( � , 
 / 

γ ≤
√

1− 2

m4 + m2
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�� w ù� � ü � � � � ùL � � � � ù � � ù A11 Ë ü ù �Ö

×g hb �Ø _ � g � `ag ` �g Ù �f Úg � c a (u, v) =
∫
Ω

∑
ki

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx2

A11 ∼ 〈A11x, x〉 = a
(∑

xiφ
k
i ,
∑

xiφ
k
i

) ∑
. . . � 0 1 φk

i ∈ V +
h

D11 = diag A11 K 〈D11x, x〉 =
∑

x2
i a
(
φk

i , φ
k
i

) ∑
. . . � 0 1 φk

i ∈ V +
h

d h Ø � _ f `d h ° i ed � `� �d h ° i ed � _ e_ c _ h `b Ï Û� " ! � �� N � # � � � ! � �� � $

V1E =
∑

span {φi}

T1 T2

T3

T4

aE (v, v) = k1

[
2v2

3 + 2 (v1 − v2)
2
] 4

h2

+ k2

[
2v2

2 + 2 (v1 − v3)
2
] 4

h2

dE(v, v) =
∑

v2
i aE

(
φk

i , φ
k
i

)

= 2 (k1 + k2)
(
v2
1 + v2

2 + v2
3

) 4
h2
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aE (v, v) ≥ min (k1, k2)
(
v2
2 + v2

3 + v2
2 + (v1 − v2)

2 + v2
3 + (v1 − v3)

2
) 4

h2

≥ min (k1, k2)
(
v2
1 + v2

2 + v2
3

) 4
h2
≥ min (k1, k2)

2 (k1 + k2)
dE (v, v)

Ò � � �� Q �

T1 T2

T3

T4

� Ú k1 > k2 `a _ h V 1E = span {φ1, φ2}+ span {φ3}

d (v, v) = k1

[
2 (v1 − v2)

2 + 2v2
3

] 4
h2

+ k2

[
2v2

2 + 2v2
1 + 2v2

3

] 4
h2

) � �( 1 � / *

aE (v, v) ≥ 1

2
k1

[
2v2

3 + 2 (v1 − v2)
2
] 4

h2

+
1

2
k2

[
2v2

2 + 2v2
3 + 2 (v1 − v3)

2
] 4

h2

≥ 1

8
d (v, v) q1 � � '� (  � () + 
 (  r
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ù Ë ÿ M � Ë ü ù �Ö �� � � �� w ù� � ü ��� ý � ù� � � � � ù� ý�

o &  �� � � � K l 
J ) * K . t t t+ 
 	1 � � +  �( 	 � �� ( 1 ' 	( ) � � �

A11,E =




• • •
• • •
• • •


 B11,E =




• ◦ ◦
• ◦

� *+ •




� � � * � � � � ◦ 	 
 � �  � � ��  1 � ¿

cond
(
B−1

11,EA11,E

)
≤ 1+

√
7/15

1−
√

7/15

.
= 5.31

Y � �� ( 1 ' 	( ) � � � � / 1  	 � �J ) () � � 1 �
•
 � 
 � *� ) � R � �� ( 1 � � R 	 � ' / �) � R�

•1  �1J  1) � R ' �Ã � �� ��



 � � � 	Ã ( 1) J ) 
 R � � 
 � / 1  	 � �J ) ( ) � � 1

ÜÝ V � � � 	Ã ( 1) J ) 
 R � � 
 � / 1  	 � �J ) ( ) � � 1 � �1Ã � � �1 1  	( 
 � R ' � 
 1 +  � ,  � 
 �J

�1 (, �( 1 � / * k1 � k2 ∼ k3 � �( � �1 k1 ∼ k2 � k32
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• k �� 0 A11 �

À A11∼J ) 
 R (A11) � �1 ) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 �

À A11∼ � � � 	Ã ÎJ ) 
 R (A11) � �1 
 �) � �( 1 � /) 	 ] 
 / � 
 	) 
 �) � %m

• k �� 0 A22 �

À � � Y,  � *� ,  0 �1 Z YZ ) (  1 
 ( ) � �� � ) (, (,  � 
+  ½ ] / 1  	 � �J ) () � � 1

�T � N �O Q �S �� � � #Þ �� � ß ! � ! � " �� àÞ � " ! � � � � � � � � � ! � � � �S � � á

o &  �� � � � . tâ . Ko &  �� � � � KZ '� ( 
 �� � � � . tâ Î Ko &  �� � � � Käã 
� � ) �  0� Ã ) . tâ t K

. t t p K�. t t¾ K2 2 2

å� O �S �O � � N �� � � � � � �çæ O � ß� # �� � # #$ ) � %m �  	 
 � R ( � / ( ) + 
 � +  (, �J K

� , ) 	, ) � 1 � � '� ( � 2 1 2 ( 2 
 �) � �( 1 � / *

o &  �� � � � èl 
J ) * . t t t èo &  �� � � � % p p %
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k �� 0 (,  / 1 � � � + � o 'êé � � ) (, �ë � O ë ì �ë í� î � � �S � �

ï � � � �� � N �� ��O � "� � � � � �� � �O

• k �� 0 A11 �

À A11∼) � ' (A11)

À A11∼+ ) � ' (A11)

À ) � � 1 YZ � ) (, / 1  	 � �J ) () � � 1 J ) 
 R (A11),) � ' (A11),+ ) � ' (A11) ( 	

• k �� 0 A22 �

À ) � � 1 YZ �1 Z l YZ ) (  1 
 () � �� � ) (, (,  � 
+  ½ ] / 1  	 � �J ) ( ) � � 1

ð � � � #$ ½ñ ] » �1 ½ ñ Y q p r) � 
 R � �J A11� �� 0 1 è � �1 	 �1 1  � / � �J ) � R (,  �1 *

�   s �( 
 * . t tâ 2 n,  '�  � �) � � 1 YZ � �1 � �(, A11
 �J A221  Å ') 1  �

� ( 
 �) �)� 
 () � � � * Z l YZ ) � (,  � '(  1 ) (  1 
 ( ) � �� 2
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ì O � � ! O ! �� O Q �S ! # � $

1 U � ( 1) 
 � R ' � 
 ( ) � �

ó 
� � + � � *+ 
 ( 1) 	 � 2

T1 −→ T2 −→ . . . . . . . . . −→ Tm

A(1) −→ A(2) −→ . . . . . . . . . −→ A(m)

I
(2)
12 −→ . . . . . . . . . −→ I

(m)
12

‖ñ � (,  ) �) ( ) 
 � ( 1) 
 � R ' � 
 () � �) � � � # �O � ß� � �� 
+ � � R p ��O � " � # #� O # ⇒ / 
 1 
 � �  �

� �1Ã � � O �ô � � � �� � õ ! # # � � ß� �� � ⇒+ 
 ( 1) 	 � 
 1) �  ) � 
 J ) � ( 1) � '(  J � �1+ 2

ö� � � � �� � �S ! # � $ T � O � � N �� k = 2, . . . , m

F) + / � +  �( YZ ) (  1 
 () � � � ) (, ‖+ 
 ( 1) & V 0 	( �1 + ' � ( ) / �) 	
 ( ) � �

F) + / � +  �( ½ ] / 1  	 � �J ) ( ) � � 1 � ) (, + 
) � � /Á 1 
 ( ) � ��

•J )X  1  �( 
 / /� �� 0 (A11) � �+  � � (, + 
 1  , ) R, � *

/ 
 1 
 � �  �)� 
 � �  è  2 R2 J ) 
 R � � 
 � è) � � 1 ) (  1 
 ( ) � �� K

• 
 / /� �� 0 (A22) � *) � � 1 ) (  1 
 () � �� ) � 
 R 
) � / 
 1 
 � �  �)� 
 � �  è

) �Ã é %J ) 1  	( � �� 0 (A22)) � �  � � / 
 1 
 � �  �) � 
 � �  2

÷ ¡¢ ¦ ø£ ¤ ¥  ¤ ¤£ ¡ « ¦ ÷ ¬ ÷ù ¦ ú© ¥û ¦ü ª ý þ þÿ � � ¡ ¬§ ª ¤ ¨�� ª ª ¤¦ ¨��ª « ¬¦ ¢ ��  © ¡¢£ ª § � � �	
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 ��  �� � �� � ��  �� �� � � BA �

� �� �� � � �! � �" # Ω = (0, 1)× (0, 1) $ f = f(x, y) = 1 + 2x + 3y

−� % & ( '� (� u) = f % n Ω,

u = � n ΓD = ∂Ω

) �*+ , #- . ./ 0/ 12 � � �3 �4 � %+ % �4 �� $ ε = 10−6 56 2 7 08 � � & �� $ � �9 5 $: � � 9 $ %4 4 ��

( 3 3 5 $ " (; %+ $ < = (� � %+ 5

> ? @

? ? A B ? C

D ? ? E B ? C

@ ? F > B ? C

E ? ? F A B ? C

B > G F A B ? C

? E D > ? E ? E

EH EH E E E D

> G @ > G A > G F > GH

< ! � & � # 4 I " ! �� * � 9 %+ �� (+ % �4 *

< , ,KJ �; ( 3 + $ � % ( ' $ 3L � � %4 3 $ " %3 MON P

< Q Q M� �R PJ �; ( 3 + $ %4 4 �� ST $VU 3 W 3 � �
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n op q rs t o� � op q o� �� u � BM �

� �� �� � � �! � �" # Ω = (0, 1)× (0, 1) $ f = f(x, y) = 1 + 2x + 3y

−� % & ( '� (� u) = f % n Ω,

u = � n ΓD = ∂Ω

) �*+ Q #v wx 0/ y x / z{ 0/ 12 � � �3 �4 � %+ % �4 �� $ ε = 10−6 56 2 7 08 � � & �� $ � � 9 5 $: � � 9 $

%4 4 �� ( 3 3 5 $ " (; %+ $ � = " I �+ % � � %3 (+ % & � 5

> ? @

? ? A B ? |

D ? ? E B ? |

@ ? F > B ? |

E ? ? F A B ? |

B > G F A B ? |

H H @ ? ? > ?

F @ D A D F > D

> ? EH ? > ? G

< ! � & � # 4 I " ! �� * � 9 %+ �� (+ % �4 *

< , ,KJ �; ( 3 + $ � % ( ' $ 3L � � %4 3 $ " %3 MON P

< Q Q M� �R PJ �; ( 3 + $ %4 4 �� ST $VU 3 W 3 � �
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• � 0{� . {� . - v 6 � I * �* �2� � 2 0� / z� / 2 � {� z� � � 9 4 �* + �� �� '� %� * $

R L %3L L ( * * � " � � %* (� & (4 + ( ' �*

• I * %4 'L % �� (� 3L W � 9 � � �! � �" * 3 � � (+ �� { x �2� � { / z{ x x � M ( * %4 < � T P � � (� *

+ � (4 �+ L �� < �� � & (� % (4 + *
•< �� � R %+ L L % �� (� 3L W � 9 � � �! � �" * 3 � � (+ �� ! W { � �� 2 � { 0/� � R ( *

%4 + � � � I 3 �� %4 � �+ ( W �� < < Q N N Q $ Q N N� R %+ L (� ( �+ % & � ( ' '� � ' (+ % �4

� � � 3 �� I� � $ � �* 3 ( � %4 ' ( ' '� � ' (+ �� " (+ � %3 �* (4 � � � S MON P * � � & �� 9 �� + L �

� % & �+ ! � � 3�

•< �� � R %+ L L % �� (� 3L W � 9 � � �! � �" * 3 � � (+ �� ! W { � �x� � 2 � { 0/� � � 9� 4 %+ �

�� �" �4 + * (4 � I * %4 ' � � 3 ( � � 3L I� 3 � " � � �" �4 + * R ( * %4 + � � � I 3 �� %4 � � ( I *

� � � ) Q N N� $ �� < < Q N N�

• 4 �; + R � *L �R < �� �J ( ' '� � ' (+ % �4 " �+ L � � R %+ L � � ' I � (� ( ' '� � ' (+ % �4 �4

� � ' I � (� '� %� *



XYZ [ \] ^`_ ]ab cde f dg hji \ \k l � \'

&

$

%

�� �� �  ¡ ¢ ¢¤£ ¥ ¢ ¡ �� ¦§ ¨ ¡© ¢ ¥ª £ ¡� «   � ¥£ ¡£ «   ¬ 

< � � � I * �* ( * � ( 3 � � � 3 � " � � * %+ % �4 (4 � ®¯ 5 )L %* 3 (4 ! � � �4 � ( � * � & % (

( ' '� � ' (+ % �4 � 9 4 � � �* °²± ³ �µ´ * 5� �+ I * * �� � 3 + �4 � 4 � � � M± ³ � ! � � 3� P %4 � ( 3L

( ' '� � ' (+ % �4 ( * ( SJ 4 � � � M � P (4 � � �+ + L � � �" ( %4 %4 ' 4 �� �* ! � �J 4 � � �* 5

φHB
i =

∑

k

Jik φh
i $ J = (Jij) =


 I1 0

I21 I2


 F

C

$ I21¯ � � � � (4 $ �4 �

I 4 %+ W � �� 3 � � I " 4

�9 i ∈ Gj %* ( SJ 4 � � � $+ L �4 φHB
i =

∑
k∈Gj

φh
i 5 5
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•< , ,+ L � * ( " � ( * 9 ��

' � � " �+ � %3 L % �� (� 3L W

• � � 3 ( � S¯ � (4 ( � W * %*

a(u, v) =
∫
Ω 〈D '� (� (u), '� (� (v)〉 dx =

∑
E

∫
E 〈D '� (� (u), '� (� (v)〉 dx

a(u, v) =
∑

E aE(u, v), a(u, u) =
∑

E aE(u, u), a(v, v) =
∑

E aE(v, v)
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Vh = Va ⊕ V +
a $ a (u, v) =

∑
E aE (uE , vE) $� " ( 3 � � �� �" �4 + * #

D =


 cos ϕ sin ϕ

− sin ϕ cos ϕ




 1

10k




 cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ




� = N , Q ¿ � � À

0◦ 5 ÁÂ À À 5Â N Á N 5Â , Q ¿ 5Â , Q Á 5Â , QÂ 5Â , QÂ 5Â , QÂ

15◦ 5 ÁÂ À À 5Â Q , N 5ÂÃ , N 5Â Â À , 5Â Â Â À , 5N N N , 5N N N

30◦ 5 ÁÂ À À 5Â ¿ Â , 5Â ÁÃ Â 5Â Â ÂÃ 5Â Â Â Â , 5N N N , 5N N N

45◦ 5 ÁÂ À À 5Â � � ¿ 5Â Â NÃ 5Â Â Â N 5Â Â Â Â , 5N N N , 5N N N

5
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Vh = Va ⊕ V +
a $

a (u, v) =
∑

E aE (uE , vE) $

� " ( 3 � � �� �" �4 + * #

� = N , Q ¿ � � À

0◦ 5 Á Â À À 5Â N Á N 5Â , Q ¿ 5Â , Q Á 5Â , QÂ 5Â , QÂ 5Â , QÂ

(4 %* � 5Â N , ¿ 5 Á À À N 5 Á À À N 5 Á À À N

90◦ 5 Á Â À À 5Â N Á N 5Â , Q ¿ 5Â , Q Á 5Â , QÂ 5Â , QÂ 5Â , QÂ

(4 %* � 5Â N , ¿ 5Â Q� � 5Â Q� Á 5Â Q� Á
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Ω = (0, 1)× (0, 1) Í f = f(x, y) = 1 + 2x + 3y

− ÎÏ Ð ( ÑÓÒ Ô Î u) = f Ï n Ω,

u = Õ n ΓD = ∂Ω

Ö / �� 08× Ø & Ø× $ 3Ù (Ú * Ø4 %4 ' $ :ÜÛ Ù 9 $ %4 4 ØÚ ( 3 3 5 $

" (; 5 4 I " Ý ØÚ Ù 9 %4 4 ØÚ %+ 5 $< °²Þ

> ? ? E G G B ? C

? ? B H B B ? C

D ? > A B B ? C

@ ? B @ B ? C

E ? E

) Ø*+ ¿ #� Ø 9+ # - . ./ 0/ 12 ß Ú Ø3Ù 4 Û %+ %Ù 4 ØÚ $ ε = 10−6 5

à % 'L + #v wx 0/ y x / z{ 0/ 12 ß Ú Ø 3Ù 4 Û %+ %Ù 4 ØÚ $ ε = 10−6 5

? > D G ? D ? D

B D B > B F B B

> @ B >H D > E @ > E E

> > > ? B > B > D

> E @ H ? ? E > F

D F > > ? E ? E >

< ÝÙ & Ø # 4 I " Ý ØÚ * Ù 9 %+ ØÚ (+ %Ù 4 * 5 < , , M3Ù × PJ Ø; ( 3 + $Û % ( ' $ 3L Ù × %4 3 $ " %3 MON P 5

< Q Q MÚÙ R PJ Ø; ( 3 + $ %4 4 ØÚ ST $ U 3 W 3× Ø
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³ I+ ØÚ %+ ØÚ (+ %Ù 4 * Ý W ST Ý WÛ Ø 9 ( I× + 5 ³+ L ØÚ R %* Ø T â ST ã" ä 5

A22* W *+ Ø" *Ù × & ØÛ Ý W Q ST %+ ØÚ (+ %Ù 4 * R %+ L " I× + % ß× %3 (+ % & ØL % ØÚ (Ú 3L %3 (×

ß Ú Ø3Ù 4Û %+ %Ù 4 ØÚ $ A11* W * + Ø" %* *Ù × & ØÛ Ý WÛ %å ØÚ Ø4 + æ Ø+ L Ù Û * 5

³ç ØÚ è× 4 I æ Ý ØÚ * Ù 9 Ù I+ ØÚé + ØÚ è+ é Ù 4 *ê

ë ì 9Ù Ú A11í Wí î Ø æí Ù × ç ØÛ Ø; è 3 î× Wï

ð ñò 9Ù Ú A11 ∼Û é è ó (A11)ï

ò ì 9Ù Ú A11 ∼3L Ù × é 4 3 (A11) 5 à ØÛ I 3 Øí îÙ Q ¿é î ØÚ è îé Ù 4í 9Ù Ú T â ST ã²ô ä 5

ë õ 9Ù Ú A11 ∼ æé 3 N (A11) 5 à ØÛ I 3 Øí îÙ ôÃ é î ØÚ è îé Ù 4í 9Ù Ú T â ST ã ô ä 5

ò ò 9Ù Ú A11í Wí î Ø æí Ù × ç ØÛ Ý Wé 4 4 ØÚ ST Ré îL Û é è óÙ 4 è× ß Ú Ø 3Ù 4 Û é îé Ù 4 ØÚ è4 Û

T â ST ã²ô ä 5 �Ù Ú Ù I î ØÚ ST Û Ù Øí 4 Ù î 3Ù 4 ç ØÚ ó Øí ö

ë ì 9Ù Ú A11í Wí î Ø æí Ù × ç ØÛ Ý Wé 4 4 ØÚ ST Ré îL 3L Ù × é 4 3 è4 Û T â ST ã²ô äï

ë ì 9Ù Ú A11í Wí î Ø æí Ù × ç ØÛ Ý Wé 4 4 ØÚ ST Ré îL æé 3 MN P è4 Û T â ST ã ô ä 5
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8ø÷ ù 9 I× × W è× ó Ø Ý Ú èé 3 è× è ß ß ÚÙ è 3L ï

8ø÷ ù Ú Ø ó I× èÚ è ó ó Ú Ø ó è îé Ù 4 Ù 4 Ú Ø ó I× èÚ ó Úé Û óé ç Øí îL Øí è æ Ø A11 èí ®¯

è ß ß ÚÙ è 3L ï Ā22Ré îL îL Øí è æ Øí î Ø4 3é × ï Ù 4 I 4é 9Ù Ú æ ó Úé Û Û é å ØÚé 4 ó 9 ÚÙ æ

AH Ý W èí 3 è× é 4 ó 9 è 3 îÙ Ú

8ø÷ ú S¯ � 3Ù 4í î è4 îé í Ýé ó ó ØÚ è4 Û Û Ø ß Ø4 Û é 4 óÙ 4 è4é í Ù îÚÙ ß W

âÙ í í é Ý× Øé æ ß ÚÙ ç Ø æ Ø4 îí

ô 5 ß ÚÙ Ý× Ø æ Û Ø ß Ø4 Û Ø4 î è ó ó Ú Ø ó è îé Ù 4 ï

Q 5 è× ó Ø Ý Ú èé 3 è× é æ ß ÚÙ ç Ø æ Ø4 î
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¯ U âê � 4 Û u ∈ V (Ω) : a (u, v) = b (v) ∀v ∈ V (Ω)

a (u, v) =
∫
Ω 〈D∇u,∇v〉 dx, D . . . 2× 2 � â ±

V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v (x) = 0Ù 4 Γ0

}

ýþÿ �� �� � � �� � � � þ 	
 ��

Ω→ îÚé è ó��× è îé Ù  T h

T h →Mh� í Ø îÙ � æé Û ßÙ é  îí

[v]� �� æ ß Ù � vÙ  ØÛ ó Øí Ù � T

Ũh = {v ∈ L2 (Ω) : v |T∈ P1 ∀T ∈ Th, [v] (x) = 0 ∀x ∈Mh}
Ṽh =

{
v ∈ Ũh : v (x) = 0 ∀x ∈Mh ∩ Γ0

}
,

ah (u, v) =
∑

T∈Th

∫

T
〈D∇u,∇v〉 dx
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� �� � � � � ��� �� ��� �� ê

 Û uh ∈ Ṽh (Ω) : ah (uh, vh) = b (vh) ∀vh ∈ Ṽh (Ω)

u ∈ H2 (Ω)⇒ ‖u− uh‖ ≤ ch |u|2

! "#$ �% $ �'&( )× Ù *+é  ó �Ú Ø Ø Ø× Ø æ Ø îí ïí ß èÚí é î , èÛ Ú Ø ó��× èÚé î ,Ù � î- Ø ß è î î ØÚ  Ù �

./ æ è îÚé * Øí

01 23 4 3 56 1 5 578 9: 3 ; 5 : 1 78 <

ṼH * Ṽh!

VH ⊂ Ṽh

12

3 8 9

5217

3

46

T

T

T

T

1

3

2

4

Ý èí é í ��  * îé Ù í φ1 . . . φ9
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a b 578 9: 3 ; 5 : 1 78 <c de f d g e dh � i  dj  g f dk {1, 2, 3} lnm � k i f d  g f dk

op φ1 . . . φ9
J−→ qp φ̃1 . . . φ̃9 Ãh = JAhJT

Ãh =

ÃII Ã1
IS Ã2

IS

Ã1
SI Ã11

SS Ã12
SS

Ã2
SI Ã21

SS Ã22
SS

φ1 l�r r

φ4 − φ5 l r r

φ4 + φ5 l r r

B = ASS −ASIA
−1
II AIS

B =
B11 B12

B21 B22

st 578 9: 3 ; 5 : 1 78

op φ1 . . . φ9
J−→ qp φ̃1 . . . φ̃9 Ãh = JAJT

Ãh =
Ã11 Ã12

φ1, ..

φ4 − φ5, ..

Ã21 Ã22 φ4 + φ4 + φ5, .. → Ã22 = 4AH
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γFR : 〈B12x2, x1〉 ≤ γFR

√
〈B11x1, x1〉

√
〈B22x2, x2〉

γDA :
〈
Ã12y2, y1

〉
≤ γDA

√〈
Ã11y1, y1

〉√〈
Ã22y2, y2

〉

y 6 2 7 3 2z {}| ~ j � d g� l o d , e * - d� ~ ln� p l o� � �� � �� �}�� &% �( ��� ( � "&�

� &( % & "% � �$ � � ��$ � �� � "( ��� �% � ��$ � ( & % � �$ � �� &( ��� ( �( % �� �� � �� �( � $ � � &�

�� &( � !( ( �� & % �$ % % � & �� & � �& � % � $ % � �� D �$ ( � � � �� �( � �% � �� % � & � �$ � ( &

% � �$ � �� &( �� � & �

γFR <

√
3

4
, γDA ≤

√
3

4

� �� $ � � & � & � & � % ( �� & $ � "( �$ � & $ � " �'& � &� $ � $ � �( �% � � � � �� $ � �$ � �$ � r

y 6 2 7 3 2z {}| ~ j � d g� l o d , e * - d� ~ ln� p l o� � �� � �  �}�¡ - d j d ik ¢c g *+

e j i f i ~ � g  ~c g £ e i¤ ~c j g ¢¥ k e k gc � d j ¦ g j e - d £ i� g e ¢c g *+ ~ f ie ik £ g k k i ¢c d e g

* g  k e j ¥ *e j g ¢¥ k e g £ e i ¤ ~c � | � h £ j d * g  f ie i g  d j k ¦ g j § � ./ | k , k e d ¤ k r
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d e ~c + ~ ¢ g¥ e � | � h e , £ d - i dj ~ j * - i * ~c £ j d * g  f ie i g  d j k

• ¤ ~ i i � j d f i d e k ª f d * g ¤ £ g k ie i g  lc g * ~c ¢c g *+ k gc � d j l �c g ¢ ~c ¢c g *+

k gc � dj ª £ gc ,  g ¤ i ~c k e ~ ¢ ic i« ~ e i g 

• * g  k e j ¥ *e i g  ª ¤ ¥ c e i £c i * ~ e i� d ¬ ~ f f ie ie i� d l � d g ¤ de j i * ¬ ~c � d ¢ j ~ i * - i dj ~ j * - , l

�c g ¢ ~c ¬c g * ~c j d   d ¤ d e

• � ~ j i g¥ k c g * ~c ¢c g *+ k gc � d j k

• i¤ £c d ¤ d e ~ e i g  i *c ¥ f i � £ ~ j ~c c dc i« ~ e i g 
• j g ¢¥ k e  dk k
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}® ¯±° ²³ ´ µ¶ ·¸ µ ¹»º ²¼ ½ · ´ ¾ ¾¿À ¹nÁ Â ¿ ¾ÃÄ Å ´ ·Æ ·Ç Ã È µ ¸ Ã ¿À ¾ ¿É ÊÀ Ã È ·Ç ¾ µ ´ Ë ¿ ÊÀ Æ ¾É ¿ Ç ¸ ¶ ·

Ì ²³ ² Í ² ÃÀ · Î Ê µ ´Ã ¸ ÏÑÐ ¿À ¾¸ µÀ ¸ ¹nÒ ÓÔ ° · Å ¿ Ç ¸Õ Ö Ö× ¹ ¼ Å Å ´ ²Ø µ ¸ ¶ ²Õ Ö ÖÙ ²

� ¯±° ²³ ´ µ¶ ·¸ µ ¹Ô · ¾¸ ·Æ ¸ ·¸ Ç µ¶ ·Æ Ç µ ´ Ú Ç ÃÆ ¾ µÀ Æ ¾¸ Ç ·À Ú ¸ ¶ ·À ·Æ Ì ³ Í ÃÀ · Î Ê µ ´Ã ¸ Ï ¹

Ô Û ¼ ¼ Õ Ö ÖÜ

±Ý ¯±° ²³ ´ µ¶ ·¸ µ ¹ Ø ²Ô · Ï ¸Ð ¶ · È µ ¹ Í ²Ø µ Ç Ú ·À ¿ ÈÞ ÓÀ ÃÉ ¿ Ç Ä · ¾¸ Ã Ä µ ¸ · ¿É ¸ ¶ ·Ð ¿À ¾¸ µÀ ¸ ÃÀ

¸ ¶ · ¾¸ Ç ·À Ú ¸ ¶ ·À ·Æ Ì ³ Í ÃÀ · Î Ê µ ´Ã ¸ Ï�É ¿ Ç µÀ Ã ¾¿ ¸ Ç ¿ Å ÃÐ À ¿À ßÐ ¿À É ¿ Ç Ä ÃÀ Ú'à á Ø

¾ Ï ¾¸ ·Ä ¾ ¹Ô ÊÄ ·Ç ÃÐ µ ´ Û ÃÀ · µ Ç ¼ ´ Ú · Ë Ç µ Â Ã ¸ ¶ ¼ Å Å ´ÃÐ µ ¸ Ã ¿ À ¾ × × âÕ Ö ÖÙ ã ¹ Ã ¾ ¾ Ê · Ù ¹

Ü Öä ßÜÕ å

� ¯±° ²³ ´ µ¶ ·¸ µ ¹ Ø ²Ô · Ï ¸Ð ¶ · È µ ¹ Í ²Ø µ Ç Ú ·À ¿ È ¹° ¿ Ë Ê ¾¸ ¿ Å ¸ Ã Ä µ ´Ä Ê ´¸ Ã ´ · È · ´

Å Ç ·Ð ¿À Æ Ã ¸ Ã ¿ À ·Ç ¾É ¿ Ç À ¿À Ð ¿ À É ¿ Ç Ä ÃÀ Ú'à á ¾ Ï ¾¸ ·Ä ¾ ²Ô ÊÄ · Ç ÃÐ µ ´ Û ÃÀ · µ Ç ¼ ´ Ú · Ë Ç µ

Â Ã ¸ ¶ ¼ Å Å ´ÃÐ µ ¸ Ã ¿À ¾ ¹ ×Õ âÕ Ö Öæ ã ¹ Å Å ² Ù ä æ ßæ × Ù

  ¯±° ²³ ´ µ¶ ·¸ µ ¹ Í ²Ø µ Ç Ú ·À ¿ È ¹ Ø ²Ô · Ï ¸Ð ¶ · È µ ¹ ¼ Ú Ú Ç · Ú µ ¸ Ã ¿ À ß Ë µ ¾ ·Æ Ä Ê ´¸ Ã ´ · È · ´

Å Ç ·Ð ¿À Æ Ã ¸ Ã ¿ À ÃÀ Ú ¿É À ¿À ßÐ ¿À É ¿ Ç Ä ÃÀ Ú'à á Ø · ´ µ ¾¸ ÃÐ Ã ¸ Ï Å Ç ¿ Ë ´ ·Ä ¾ ¹nç ¼ ° ¼ Õ Ö ÖÙ ¹

ÛÔ Ì Í Üè ÜÕ ¹ Í Å Ç ÃÀ Ú ·Ç Õ Ö Öæ ¹ Å Å ² é Ùè ß é æ å


