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1 Slabe reseni okrajovych uloh

Pro nas ucel postaCi demonstrovat vSe potrebné na prikladé jednorozmérné
Poissonovy ulohy.

1.1 Poissontv 1-d problém
Je-i ) = |0, 1] a f dané funkce, potom problém najit funkci u takovou, aby
splnovala rovnici

2
(1.1) — (%) u(s) = f(s) Vs € (0,1)
jakoZ i okrajové podminky
(1.2) u(0) = u(1) =0,
se nazyva jednorozmernou Poissonovou ulohou.

Je patrné, ze resitelnost Poissonovy ulohy zavisi na vlastnostech funkce
f. Snahou odbornikd minulosti bylo fesit rovnice obecnéjsi nez tu typu (1.1)



a samoziejmé, s pokud mozno nejobecnéjsipravou stranou f. Dnes uz patfi
k véeobecnému vzdélani matematika umét fesit rovnice i pro situace, kdy f
neni funkce, na pt. distribuce.

Vysledkem uvedenych snah bylo zavedeni pojmu slabého reseni. Po-
moci tohoto pojmu byly snahy korunovany uspéchem, kdyz se podarilo dokazat
existenci a Casto i jednoznacnost reSeni pomérné slozitych okrajovych uloh
s velmi nehladkymi pravymi strananmi, Ci obecnéji, daty, specialné pro ulohy
s distributivnimi koeficienty.

Symbolem L?(0, 1) oznagujeme prostor tFid funkci integrovatelnych s
druhou mocninou. Do stejné tfidy, ozname ji [g], patii funkce g1 a go
pravé kdyz rozdily g1(s) — g2(s) = 0 pro skoro véechna s € (0,1) ve
smyslu Lebesgueovy miry. V nasledujicim budeme ztotoznovat tfidy funkci s
funkcemi patficimi do dané (své) tfidy. Tedy, f znaci soucasné funkci i tfidu
[f], f € [f]. Prostor L?(0, 1) je vybaven normou danou vyrazem

1/2

(1.3) IfIl = (/01 \f(s)!2d8> . [ e L*(0,1).



Dale definujeme zobecnénou derivaci 1. Fadu pro funkci ¢ € L?(0,1)
jakozto funkci splnujici vztahy

/O " (s)ls) / B(s)w'(s)ds Y € C(0, 1),

kde C*°(0, 1) oznaCuje mnozinu véech funkci majici derivace véech fadu
ve vSech bodech intervalu (0, 1).

1.2 Definice Symbol/ W?2'1(0, 1) oznaduje prostor vsech funkciw € L?(0, 1)
majici zobecnéné derivace 1. fadu. Tento prostor Ize opatfit normou

1 1
w0 = ( [ s+ [ |w’<s>\2ds)
0 0

Prostor V' definujeme jakoZto podprostor prostoru w21 (O, 1) pomoci
relaci

1/2

V={feW>1(0,1): f(0) = f(1) = 0} = Hy(0,1).



tedy, V' C L?(0,1) = V. Tento prostor je husty v prostoru L2(0, 1), coz
znamena, ze kazdy prvek f € L?(0, 1) Ize psat ve tvaru

f= lm fg, freV,

k— o0

CO0Z znamena, ze
lim ||f — fx]]| =0.
k— o0

VSsimnéme si toho, Ze po vynasobeni obou stran rovnice (1.1) funkci
v € V apo integraci obdrzime integralni vztahy

L rd
(1.4) —/ (—) ds—/ f(s)v(s)ds Yov e V.
o \dz

Integraci per partes prevedeme (1.4) na tvar

(1.5) / ds—/ f(s)v(s)ds Vv e V.
0



Predpokladejme, ze uloha (1.1)-(1.2) ma klasické reseni, které oznacime
symbolem . To znamend, Ze rovnost v (1.1) nastava po dosazeni U na
misto u pro v8echny body s € (0, 1). Ziejmé, & € V a téZ plati integralni
vztahy (1.4) pro vSechny v € V.

Avsak, co se stane, nebude-li klasické fesni ulohy (1.1)-(1.2) existovat?

Nasleduje zakladni

1.3 Definice Rekneme, Ze funkce u* € V je slabym fe$enim okrajové
ulohy (1.1)-(1.2), jestlize po dosazeni u™ do vztaht (1.5) obdrZime platné
identity pro vsechny funkcev € V.

Neni nijak obtizné ukazat, ze existuji-li dvé funkce u;, us obé ve V'
takové, Ze po postupném dosazeni do vztahi (1.5) u;,7 = 1,2 na misté
u, nastanou rovnosti pro vSechny prvky v € V', pak nutné u; = us. Odtud
vyplyva, Ze existuje-li klasické feseni pro nasi ulohu, pak nutné splyne s
reSenim slabym a to jak vime, je jednoznacné urceno.

Jako priklad slabého feseni si ukdzeme nasledujici tlohu.



1.4 Uloha Nalézt funkci u splriujici vztahy

1

/o u'(s)v'(s)ds = v(2) Yo eV,

je jednorozmérnou modelovou ulohou télesa zatiZzeného v izolovaném bode.

Je znamo, Ze ulohu 1.4 nelze formulovat v terminech klasického resSeni.

Ve smyslu teorie slabych reseni necCini existence a jednoznacnost zadnych
potizi.

VSimnéme si toho, Zze vztahy (1.5) Ize obecné zapsat ve tvaru
(1.6) a(u,v) = F(v),

pfi cemz a = a(u, v) je bilinearni forma na kartézském sou¢inu V' x V" a
F' linearni funkcional na prostoru V. V nasem pripadé,

47 aluw) = /O ()0 (5)ds & F(v) = /O ' f(sds.



Fundamentalnim vysledkem teorie slabych reseni je slavné Laxovo-
Milgramovo lemma.

1.5 Laxovo-Milgramovo lemma Za predpokladu, Ze a = a(u,v) je bi-
linearni forma spojita vzhledem k obéma proménnym w,v € V', spliuje
relace

(1.8) la(v, )| > allv||?, Yv €V,

kde o« > 0 je konstanta nezavisla naw a v a F' je spojity na V' linearni
funkcional, existuje pravé jedno slabé reseni reseni tlohy (1.7).

Pripomenme si jesté, ze Poissonovu ulohu (1.1)-(1.2) Ize diky symetrii
operatoru ji urujici formulovat jakozto Ulohu optimalizacni, tedy,

(1.9) J(u) =min{J(v) :v eV},

J(v) = / |2d5—/ f(s)v'(s)ds,v € V.

10
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Diskretizace.

Bud V3, C V = W} (0, 1), kde
dimV;, = N < 4o0.

Necht

{¢17 ey ¢N}

tvofi basi prostoru V},, tedy
Vi = Span{¢1, ..., o }.
Tudiz,

N
(1.10) uh = Y VG,
k=1

pro kazdy prvek uy € Vj,.
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Diskretizaci ulohy (U) se rozumi uloha

(Un) Nalézt v} € Vj, takové, ze plati
(1.11) B(up,,vn) = (f,vn), Yo € V.

1.6 Splriuje-li forma B = B(u,v) poZadavky Laxova - Milgramova lem-
matu, pak Ize nalézt hg > 0 tak, Ze pro kazdé 0 < h < hyg, existuje pravé

jedno feseni w; dglohy (Up,).
Navic plati odhad

lu™ —upllv < wdn(up) || F

kde k nezavisianina h anina f a

dp(v) =inf{||lv —vpllv : vp € Vi }.

1.7 Pro pfipad, kdy v problému (U},)
1

h:N’ axy=kh, k=0,1,...., N,
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a basi aproximacniho podprostoru tvori po ¢astech linearni funkce defino-
vané formulemi

( 0 pro 0<z<uwp_q,
or () = < = (2 o (k—1)h) pro zp_1 < zy,
1—z(x—2xr) pro xp <2< Tpqq,
\ 0 pro xpyr1 Jx <1,
Ize odvodit, Ze
dp(u) = hilullyv.

Dusledkem je posléze odhad chyby v metodé konecnych prvkd pro
aproximaci ulohy (U) ve tvaru

lu”

— Uplyic0,1) < FRILfIIL2(0,0)-
Vyplyva odtud specialne, Ze

Ju* —up||r200,1) < /%h2||fHL2(o,1)-
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Po dosazeni vyjadreni (1.10) do (1.11) obdrzime vztahy

N
(1.12) ZVRB(¢k 7¢]) — (f7 ¢J)7 ] — 17"'7N'
k=1

Vyplnéni podminek Laxova - Milgramova lemmatu zarucuje, ze

det (B(dr, ¢;)) # 0
* * )T.

a soustava (1.12) ma tudiz pravé jedno feseni v* = (v, ...Ux
Matice

(B(¢r, ¢5))

se diky jeji interpretaci v mechanice kontinua nazyva matici tuhosti ulohy
(Up).

Je-li forma B = B(u, v) symetricka a jsou-li spinény podminky
Laxova - Milgramova lemmatu, pak matice tuhosti Glohy (Up,) je pozitivné
definitni, t.j.

(B(up, up)) > 7(un, up) Yup, up € Vi, 7> 0.
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Vypocet prvkld matice tuhosti spociva ve stanoveni veli¢in

a+ph
/ Op(x)@)(x)ax, j,k=1,...,N, p=1,..,N —1,
a+(p—1)h

pfi ¢emz 2 = (a, b), —00 < a < b < 400.

Pro vySe uvedeny pfipad jednorozmérné oblasti s {2 a pro ¢astech
linearnich funkci ¢@;. 1ze tyto integraly stanovit presné. Obecné je nutné prvky
matice tuhosti urCovat priblizné pomoci vhodnych kvadraturnich vzorcu.
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2 Symboly a znaceni

Q

o)

H™Q), 1<m <2

1/2
[Vlme = (Ziajcm Jo 1070)
HE (©)

LY2(09)

16

oblastv R2
hranice oblasti €2

prostor reseni

norma v prostoru H"™(£2)

prostor feseni s nulovymi stopami

prostor stop



komlementarni Hilbertlv podprostor k prostoru
Hy () v H ()
tedy splfiujici rovnost H' () = H} (Q) & M

skalarni soucin na M indukujici na M normu ekvivalentni
s normou zd&dénou z H' ()

17



3 Biharmonicka rovnice
(s podminkami vetknuti)

_6’u

APu=f vQ a u=0=—
Ov

na of)

neboli, ve slabé formulaci

3.1 Problém
Najitu € HE () takové, aby platily vztahy

(3.1) J(u):min{J(v) :UEH&(Q)},

pfi cemz

(3.2) J(v):%/ |Av\2—/ﬂffu , ve HF Q).
Q

18



Misto (3.2) Ize minimalizovat téz funkcional

(3.3) J(v,9) = %/QW—/QJ’U

za predpokladu, ze v € HZ a1 € L?*() a piitom, plati
Av = ).

Odpovidajici podprostory pravé zavedeného variacniho principu jsou
charakterizovany takto:

V= {(v,%) € Hy(Q) x L*(Q) : Vu € Hy(Q) spliiuiici  ((v,4), u) = 0},

kde
| — d du —
(3.4) B((v,), 1) /ng v grady /QW

Vztah mezi pfirozenym variacnim principem (3.2) a principem danym
pomoci (3.3) Ize vyjadrit takto:

19



3.2 Veta
Bud u feseni Problému 1. Potom té2

T (1, —Au) = min {J (v, 9) : (v, ¢) € V}.
Tato skute¢nost umoznuje faktorizaci Problému 1 na postupné reseni

tloh Poissonovych, tedy Uloh 2. fadu. MuzZeme totiz interpretovat funkci ¢
jakozto aproximaci &i reprezentaci pro —Auw.

20



4 Algoritmus

Vstupni data:

1Y PoloZme postupné k = 0, 1, ...

29 Najdi funkei 0" 1 € H} () takovou, aby

v klasické formulaci ve variaéni formulaci
ATt = [in Q [o gradd™gradpdQ = [, [pdQ Vp € Hg(Q)
dF 1 = )" on O PP — N e HEH(Q)

21



3% Najdi funkci v* ™1 € Hj (€) takovou, aby

v klasické formulaci ve variacni formulaci

Ayt = in [, gradu®*gradpdQ
= |5 pndQ Yy e Hi(Q)

uF 1 =0 on 99 uk Tl e HY(Q)

49 Najdi funkci \* ! € M takovou, aby

v klasické formulaci ve variacni formulaci
AL =2+ p A — | on o0 (1/p) (AP — ,,u)M
= [, grad gradpd — |,
Ve H} (D)

Konvergence Algoritmu je charakterizovana pomoci nasleduijicich relaci.

22



4.1 Véta
Za predpokladu, Ze parametr p se vybira z intervalu (0, 2c*c?), kde

Av|[p
—_— 8;“ @y e H2(Q) N HL(Q)
[EA IR

a konstanta ¢ > 0 splriuje nerovnosti

cllpll Lz o0y < (1, )2, Vi € HY(),

pro veliciny pocitané pomoci Algoritmu 1 plati vztahy

lim ||u® —ull1.q =0,
k— o0

Jim 19" + Aul| 12 (q) = 0.

23



5 Diskretni formulace
Prostor pribliznych reseni:

Vi, C Hl(ﬂ)

Prostor pfibliznych reSeni s nulovymi stopami:

Vo ={vn € Vi vy, =0 na 0}

Prostor pribliznych reseni s omezenimi:

Vi = {(vn, ¥Yn) € Vo X Vi;Vun € Vi, B((vn,¥n), tn) = 0}

Prostor pribliznych feseni s omezenimi a s nulovymi stopami:

24



Wh = {(vn, ¥n) € Von X Vi;Vun € Von, B((vn,¥n), un) = 0}

Komplementarni prostor k V{3, v prostoru V},, tedy

Vi = Von, © My,

25



5.1 Algoritmus 1
Vstupni data: [, € V,, \) € M, ¢y, € Vi uy € V.

PoloZme postupné k = 0, 1, ...
19 Najdi funkci ¢ splfiujici vztahy ¢ — \* € Vo, a

Yo € Von, /g’ra,d qbl;; grad vy, = / fop,.
Q Q
29 Najdi funkciu]g e Von, takovou, aby

Yo € Von, / grad ulfL grad vy, = / cblfbvh.
Q Q

30 Najdi funkci \; T € My, takovou, aby
\v/:uh S th ()\2+1 - )‘iaﬂh)Mh = p 6 ((ui7 ¢§),Mh> = 0.

Dale necht zobrazeni Ay, : V}, — Vi, je definovano pomoci vztaht

Aptpy, = v, & VY € Vg, / grad vy, gradpy, = / Ynn
Q

Q

26



Podobné definujeme /7, : V), — M, pomoci soustavy rovnosti:
splnuje

Vin € My 2 (50%n, Yn) m, = B ((Antn, ¥n), pn) = 0.

Tedy, By, je zzeni funkce App, na 0.  (Jesttotiz Ay, ~ A7l s
okrajovymi podminkami danymi prostfednictvim A 1y,).

Vysledek podobny tvrzenim o konvergenci pro kontinualni situaci je ob-
sahem nasledujiciho tvrzeni

5.2 Veéta
Za predpokladu, Ze parametr p se vybird z intervalu (0, 20,2, kde
1
Oh = T
|B|

pti semz || B|| znadi operétorovou L?-normu, plati tyto vztahy

im [ — il =0, Jim 6§ — 6, = 0.

k— o0
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6 Volba prostoru konecnych prvku

Triangulace 7}, oblasti ) sestava z prvka K a to tak, ze Q = U KeT

h
a pritom kazdy element K splnuje standardni ve smyslu [5] geometrické
pozadavky. Predpoklada se rovnéz, Zze kazdy element K ve vSech trian-
gulacich pro 0 < h < hg je afinnim obrazem referenéniho elementu
K : K = Fg(K). Pomoci triangulace 7, je generovan prostor

Vi, = {’Uh c C(ﬁ) VK € %,’UMK € PK}

P = {U:K%R;U:@Ongl,\V/@Ep}
pfi Cemz se predpoklada, ze P je dany kone¢né-rozmérny prostor funkci v

splnujicich X
P, CP

kde P; znaci mnozinu polynomu stupné < 1 dvou proménnych.
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6.1 Definice
Regularni tfidou triangulaci rozumime systém {1y, } splriujici s vhodnymi
konstantami nezavislymi na h o« a T takovymi, Ze
h(K)

max {m}ga, Tmax {h(K): K € Tp} <min {h(K): K € Tp},

h=max{h(K): K € T,},
kde h(K) = diametr K, §(K) = sup{diametr kruh(i vepsanych do K }.

Prechozi teorie byla odvozena bez specialnich pozadavki na volbu
prostoraVy, Von, M. Pro vypocet parametru p vSak bez vyuZiti nékterych
specifik prostort feSeni se neumime obejit. Za prostor M, v souladu s
volbou prostorti V}, a Vi, vyuzijeme téz specifické volby M,: Za M,
volme podprostor V), funkci jejichz hodnoty ve vnitfnich uzlech oblasti )
jsou nulové. Potom odvodime nasleduijici vysledek.
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6.2 Predpokladejme, Ze skaldrni sudin (., .) a1, je L?-soucin na dS). Déle,
necht V}, a Vi, a My, jsou zvoleny vyse uvedenym zptlisobem. Potom,

lim o) = o,
k— o0
kde o je velicina odvozena v ¢asti pojednavajici o kontinualni analyze bihar-
monického problemu.

7 Zavery

Fundamentalni teoretické vysledky z dnes jiz klasickych praci [6] a [5] byly
upraveny na zakladé soudobych poznatkl vypoctové matematiky a vytvoren
adekvatni softwarovy produkt [10]. SoucCasné probihaji experimenty, které
potvrzuji oGekavané kvality diskutovanych metod. Vysledky experimentl bu-
dou peclivé vyhodnoceny a publikovany. Da se ocekavat, ze tyto metody se
stanou soucasti softwarovych soustav praktického uziti, tedy nejen vyzkumnou
praci. Otazkou zustava, pro¢ uvedeného pristupu nebylo vyuzito praktiky jiz
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v minulosti. V ramci teorie byly myslenky navrzené v [6] dale rozvijeny, na
pr. v [8].
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