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1 Slabé řešenı́ okrajových úloh
Pro naš účel postačı́ demonstrovat vše potřebné na přı́kladě jednorozměrné
Poissonovy úlohy.

1.1 Poissonův 1-d problém
Je-li Ω = [0, 1] a f daná funkce, potom problém najı́t funkci u takovou, aby
splňovala rovnici

−
(

d

dx

)2

u(s) = f(s) ∀s ∈ (0, 1)(1.1)

jakož i okrajové podmı́nky

u(0) = u(1) = 0,(1.2)

se nazývá jednorozměrnou Poissonovou úlohou.

Je patrné, že řešitelnost Poissonovy úlohy závisı́ na vlastnostech funkce
f . Snahou odbornı́ků minulosti bylo řešit rovnice obecnějšı́ než tu typu (1.1)
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a samozřejmě, s pokud možno nejobecnějšı́pravou stranou f . Dnes už patřı́
k všeobecnému vzdělánı́ matematika umět řešit rovnice i pro situace, kdy f
nenı́ funkce, na př. distribuce.

Výsledkem uvedených snah bylo zavedenı́ pojmu slabého řešenı́. Po-
mocı́ tohoto pojmu byly snahy korunovány úspěchem, když se podařilo dokázat
existenci a často i jednoznačnost řešenı́ poměrně složitých okrajových úloh
s velmi nehladkými pravými strananmi, či obecněji, daty, speciálně pro úlohy
s distributivnı́mi koeficienty.

Symbolem L2(0, 1) označujeme prostor třı́d funkcı́ integrovatelných s
druhou mocninou. Do stejné třı́dy, označme ji [g], patřı́ funkce g1 a g2

právě když rozdı́ly g1(s) − g2(s) = 0 pro skoro všechna s ∈ (0, 1) ve
smyslu Lebesgueovy mı́ry. V následujı́cı́m budeme ztotožňovat třı́dy funkcı́ s
funkcemi patřı́cı́mi do dané (své) třı́dy. Tedy, f značı́ současně funkci i třı́du
[f ], f ∈ [f ]. Prostor L2(0, 1) je vybaven normou danou výrazem

‖f‖ =
(∫ 1

0

|f(s)|2ds

)1/2

, f ∈ L2(0, 1).(1.3)
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Dále definujeme zobecněnou derivaci 1. řádu pro funkci φ ∈ L2(0, 1)
jakožto funkci splňujı́cı́ vztahy

∫ 1

0

φ′(s)w(s)ds = −
∫ 1

0

φ(s)w′(s)ds ∀w ∈ C∞(0, 1),

kde C∞(0, 1) označuje množinu všech funkcı́ majı́cı́ derivace všech řádů
ve všech bodech intervalu (0, 1).

1.2 Definice Symbol W 2,1(0, 1) označuje prostor všech funkcı́ w ∈ L2(0, 1)
majı́cı́ zobecněné derivace 1. řádu. Tento prostor lze opatřit normou

‖w‖W 2,1(0,1) =
(∫ 1

0

|w(s)|2ds +
∫ 1

0

|w′(s)|2ds

)1/2

.

Prostor V definujeme jakožto podprostor prostoru W 2,1(0, 1) pomocı́
relacı́

V =
{
f ∈ W 2,1(0, 1) : f(0) = f(1) = 0

}
= H1

0 (0, 1),
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tedy, V ⊂ L2(0, 1) = V . Tento prostor je hustý v prostoru L2(0, 1), což
znamená, že každý prvek f ∈ L2(0, 1) lze psát ve tvaru

f = lim
k→∞

fk, fk ∈ V,

což znamená, že
lim

k→∞
‖f − fk‖ = 0.

Všı́mněme si toho, že po vynásobenı́ obou stran rovnice (1.1) funkcı́
v ∈ V a po integraci obdržı́me integrálnı́ vztahy

−
∫ 1

0

(
d

dx

)2

u(s)v(s)ds =
∫ 1

0

f(s)v(s)ds ∀v ∈ V.(1.4)

Integracı́ per partes převedeme (1.4) na tvar

∫ 1

0

u′(s)v′(s)ds =
∫ 1

0

f(s)v(s)ds ∀v ∈ V.(1.5)
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Předpokládejme, že úloha (1.1)-(1.2) má klasické řešenı́, které označı́me
symbolem û. To znamená, že rovnost v (1.1) nastává po dosazenı́ û na
mı́sto u pro všechny body s ∈ (0, 1). Zřejmě, û ∈ V a též platı́ integrálnı́
vztahy (1.4) pro všechny v ∈ V .

Avšak, co se stane, nebude-li klasické řešnı́ úlohy (1.1)-(1.2) existovat?

Následuje základnı́

1.3 Definice Řekneme, že funkce u∗ ∈ V je slabým řešenı́m okrajové
úlohy (1.1)-(1.2), jestliže po dosazenı́ u∗ do vztahů (1.5) obdržı́me platné
identity pro všechny funkce v ∈ V .

Nenı́ nijak obtı́žné ukázat, že existujı́-li dvě funkce u1, u2 obě ve V
takové, že po postupném dosazenı́ do vztahů (1.5) uj , j = 1, 2 na mı́stě
u, nastanou rovnosti pro všechny prvky v ∈ V , pak nutně u1 = u2. Odtud
vyplývá, že existuje-li klasické řešenı́ pro naši úlohu, pak nutně splyne s
řešenı́m slabým a to jak vı́me, je jednoznačně určeno.

Jako přı́klad slabého řešenı́ si ukážeme následujı́cı́ úlohu.
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1.4 Úloha Nalézt funkci u splňujı́cı́ vztahy

∫ 1

0

u′(s)v′(s)ds = v(
1
2
) ∀v ∈ V,

je jednorozměrnou modelovou úlohou tělesa zatı́ženého v izolovaném bodě.

Je známo, že úlohu 1.4 nelze formulovat v termı́nech klasického řešenı́.
Ve smyslu teorie slabých řešenı́ nečinı́ existence a jednoznačnost žádných
potı́žı́.

Všimněme si toho, že vztahy (1.5) lze obecně zapsat ve tvaru

a(u, v) = F (v),(1.6)

při čemž a = a(u, v) je bilineárnı́ forma na kartézském součinu V × V a
F lineárnı́ funkcionál na prostoru V . V našem přı́padě,

a(u, v) =
∫ 1

0

u′(s)v′(s)ds a F (v) =
∫ 1

0

f(sds.(1.7)

9



Fundamentálnı́m výsledkem teorie slabých řešenı́ je slavné Laxovo-
Milgramovo lemma.

1.5 Laxovo-Milgramovo lemma Za předpokladu, že a = a(u, v) je bi-
lineárnı́ forma spojitá vzhledem k oběma proměnným u, v ∈ V , splňuje
relace

‖a(v, v)‖ ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ V,(1.8)

kde α > 0 je konstanta nezávislá na u a v a F je spojitý na V lineárnı́
funkcionál, existuje právě jedno slabé řešenı́ řešenı́ úlohy (1.7).

Připomeňme si ještě, že Poissonovu úlohu (1.1)-(1.2) lze dı́ky symetrii
operátoru ji určujı́cı́ formulovat jakožto úlohu optimalizačnı́, tedy,

J(u) = min{J(v) : v ∈ V },(1.9)

kde

J(v) =
∫ 1

0

|v′(s)|2ds−
∫ 1

0

f(s)v′(s)ds, v ∈ V.
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Diskretizace.

Buď Vh ⊂ V = W̃ 1
2 (0, 1), kde

dimVh = N < +∞.

Nechť
{φ1, ..., φN}

tvořı́ basi prostoru Vh, tedy

Vh = Span{φ1, ..., φN}.
Tudı́ž,

uh =
N∑

k=1

νkφk,(1.10)

pro každý prvek uh ∈ Vh.
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Diskretizacı́ úlohy (U) se rozumı́ úloha

(Uh) Nalézt u?
h ∈ Vh takové, že platı́

B(u?
h, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh.(1.11)

1.6 Splňuje-li forma B = B(u, v) požadavky Laxova - Milgramova lem-
matu, pak lze nalézt h0 > 0 tak, že pro každé 0 < h ≤ h0, existuje právě
jedno řešenı́ u?

h úlohy (Uh).
Navı́c platı́ odhad

‖u? − u?
h‖V ≤ κdh(u?

h)‖f‖,
kde κ nezávisı́ ani na h ani na f a

dh(v) = inf {‖v − vh‖V : vh ∈ Vh} .

1.7 Pro přı́pad, kdy v problému (Uh)

h =
1
N

, a xk = kh, k = 0, 1, ..., N,
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a basi aproximačnı́ho podprostoru tvořı́ po částech lineárnı́ funkce defino-
vané formulemi

φk(x) =





0 pro 0 ≤ x ≤ xk−1,
1
h (x− (k − 1)h) pro xk−1 ≤ xk,
1− 1

h (x− xk) pro xk ≤ x ≤ xk+1,
0 pro xk+1 ≤ x ≤ 1,

lze odvodit, že
dh(u) = h‖u‖V .

Důsledkem je posléze odhad chyby v metodě konečných prvků pro
aproximaci úlohy (U) ve tvaru

‖u? − u?
h|W̃ 1

2 (0,1) ≤ κh‖f‖L2(0,1).

Vyplývá odtud speciálně, že

‖u? − u?
h‖L2(0,1) ≤ κ̂h2‖f‖L2(0,1).
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Po dosazenı́ vyjádřenı́ (1.10) do (1.11) obdržı́me vztahy

N∑

k=1

νkB(φk , φj) = (f, φj), j = 1, ..., N.(1.12)

Vyplněnı́ podmı́nek Laxova - Milgramova lemmatu zaručuje, že

det (B(φk, φj)) 6= 0

a soustava (1.12) má tudı́ž právě jedno řešenı́ ν? = (ν?
1 , ...ν?

N )T .
Matice

(B(φk, φj))

se dı́ky jejı́ interpretaci v mechanice kontinua nazývá maticı́ tuhosti úlohy
(Uh).

Je-li forma B = B(u, v) symetrická a jsou-li splněny podmı́nky
Laxova - Milgramova lemmatu, pak matice tuhosti úlohy (Uh) je pozitivně
definitnı́, t.j.

(B(uh, uh)) ≥ τ(uh, uh) ∀uh, uh ∈ Vh, τ > 0.
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Výpočet prvků matice tuhosti spočı́vá ve stanovenı́ veličin

∫ a+ph

a+(p−1)h

φ′k(x)φ′j(x)dx, j, k = 1, ..., N, p = 1, ..., N − 1,

při čemž Ω = (a, b), −∞ < a < b < +∞.
Pro výše uvedený přı́pad jednorozměrné oblasti s Ω a pro částech

lineárnı́ch funkcı́ φk lze tyto integrály stanovit přesně. Obecně je nutné prvky
matice tuhosti určovat přibližně pomocı́ vhodných kvadraturnı́ch vzorců.
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2 Symboly a značenı́

Ω - oblast v R2

∂Ω - hranice oblasti Ω

Hm(Ω), 1 ≤ m ≤ 2 - prostor řešenı́

‖v‖m,Ω =
(∑

|α|≤m

∫
Ω
|∂αv|2

)1/2

- norma v prostoru Hm(Ω)

Hm
0 (Ω) - prostor řešenı́ s nulovými stopami

L1/2(∂Ω) - prostor stop
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M - komlementárnı́ Hilbertův podprostor k prostoru
H1

0 (Ω) v H1(Ω)
tedy splňujı́cı́ rovnost H1(Ω) = H1

0 (Ω)⊕M

(., .)M - skalárnı́ součin naM indukujı́cı́ naM normu ekvivalentnı́
s normou zděděnou z H1(Ω)
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3 Biharmonická rovnice
(s podmı́nkami vetknutı́)

∆2u = f v Ω a u = 0 =
∂u

∂ν
na ∂Ω

neboli, ve slabé formulaci

3.1 Problém
Najı́t u ∈ H2

0 (Ω) takové, aby platily vztahy

J(u) = min
{
J(v) : v ∈ H2

0 (Ω)
}

,(3.1)

při čemž

J(v) =
1
2

∫

Ω

|∆v|2 −
∫

Ω

fv , v ∈ H2
0 (Ω).(3.2)
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Mı́sto (3.2) lze minimalizovat též funkcionál

J (v, ψ) =
1
2

∫

Ω

|ψ|2 −
∫

Ω

fv(3.3)

za předpokladu, že v ∈ H2
0 a ψ ∈ L2(Ω) a přitom, platı́

∆v = ψ.

Odpovı́dajı́cı́ podprostory právě zavedeného variačnı́ho principu jsou
charakterizovány takto:

V =
{
(v, ψ) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω) : ∀µ ∈ H1
0 (Ω) splňujı́cı́ β ((v, ψ), µ) = 0

}
,

kde

β ((v, ψ), µ) =
∫

Ω

gradv gradµ−
∫

Ω

ψµ(3.4)

Vztah mezi přirozeným variačnı́m principem (3.2) a principem daným
pomocı́ (3.3) lze vyjádřit takto:
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3.2 Věta
Buď u řešenı́ Problému 1. Potom též

J (u,−∆u) = min {J (v, φ) : (v, φ) ∈ V} .

Tato skutečnost umožňuje faktorizaci Problému 1 na postupné řešenı́
úloh Poissonových, tedy úloh 2. řádu. Můžeme totiž interpretovat funkci φ
jakožto aproximaci či reprezentaci pro−∆u.
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4 Algoritmus
Vstupnı́ data: λ0 ∈M, φ0 ∈ H1(Ω), u0 ∈ H1

0 (Ω)

10 Položme postupně k = 0, 1, ...

20 Najdi funkci φk+1 ∈ H1
0 (Ω) takovou, aby

v klasické formulaci ve variačnı́ formulaci

∆φk+1 = f in Ω
∫
Ω

gradφk+1gradµdΩ =
∫
Ω

fµdΩ ∀µ ∈ H1
0 (Ω)

φk+1 = λk on ∂Ω φk+1 − λk ∈ H1
0 (Ω)
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30 Najdi funkci uk+1 ∈ H1
0 (Ω) takovou, aby

v klasické formulaci ve variačnı́ formulaci

∆uk+1 = φk+1 in Ω
∫
Ω

graduk+1gradµdΩ
=

∫
Ω

φk+1µdΩ ∀µ ∈ H1
0 (Ω)

uk+1 = 0 on ∂Ω uk+1 ∈ H1
0 (Ω)

40 Najdi funkci λk+1 ∈M takovou, aby

v klasické formulaci ve variačnı́ formulaci

λk+1 = λk + ρ
[
∆uk+1 − φk+1

]
on ∂Ω (1/ρ)

(
λk+1 − λk, µ

)
M

=
∫
Ω

graduk+1gradµdΩ− ∫
Ω

φk+1µ
∀µ ∈ H1

0 (Ω)

Konvergence Algoritmu je charakterizována pomocı́ následujı́cı́ch relacı́.
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4.1 Věta
Za předpokladu, že parametr ρ se vybı́rá z intervalu (0, 2c2σ2), kde

σ = inf

{
‖∆v‖L2(Ω)

‖ ∂v
∂ν ‖L2(Ω)

: v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

}

a konstanta c > 0 splňuje nerovnosti

c‖µ‖L2(∂Ω) ≤ (µ, µ)1/2
M , ∀µ ∈ H1(Ω),

pro veličiny počı́tané pomocı́ Algoritmu 1 plati vztahy

lim
k→∞

‖uk − u‖1,Ω = 0,

a
lim

k→∞
‖φk + ∆u‖L2(Ω) = 0.
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5 Diskretnı́ formulace
Prostor přibližných řešenı́:

Vh ⊂ H1(Ω)

Prostor přibližných řešenı́ s nulovými stopami:

V0h = {vh ∈ Vh : vh = 0 na ∂Ω}

Prostor přibližných řešenı́ s omezenı́mi:

Vh = {(vh, ψh) ∈ V0h × Vh;∀µh ∈ Vh, β((vh, ψh), µh) = 0}

Prostor přibližných řešenı́ s omezenı́mi a s nulovými stopami:
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Wh = {(vh, ψh) ∈ V0h × Vh; ∀µh ∈ V0h, β((vh, ψh), µh) = 0}

Komplementárnı́ prostor k V0h v prostoru Vh, tedy

Vh = V0h ⊕Mh
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5.1 Algoritmus 1h

Vstupnı́ data: fh ∈ Vh, λ0
h ∈M, φh ∈ Vh, uh ∈ V0h.

Položme postupně k = 0, 1, ...
10 Najdi funkci φk

h splňujı́cı́ vztahy φk
h − λk ∈ V0h a

∀vh ∈ V0h,

∫

Ω

grad φk
h grad vh =

∫

Ω

fvh.

20 Najdi funkci uk
h ∈ V0h takovou, aby

∀vh ∈ V0h,

∫

Ω

grad uk
h grad vh =

∫

Ω

φk
hvh.

30 Najdi funkci λk+1
h ∈Mh takovou, aby

∀µh ∈Mh,
(
λk+1

h − λk
h, µh

)
Mh

= ρ β
(
(uk

h, φk
h), µh

)
= 0.

Dále nechť zobrazenı́ Ah : Vh → V0h je definováno pomocı́ vztahů

Ahψh = vh ⇔ ∀µh ∈ V0h,

∫

Ω

grad vh gradµh =
∫

Ω

ψhµh
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Podobně definujeme Bh : Vh →Mh pomocı́ soustavy rovnostı́: Bh

splňuje

∀µh ∈Mh : (Bhψh, ψh)Mh
= β ((Ahψh, ψh), µh) = 0.

Tedy, Bhψh je zúženı́ funkce Ahψh na ∂Ω. (Jest totiž Ah ∼ ∆−1 s
okrajovými podmı́nkami danými prostřednictvı́m Ahψh).

Výsledek podobný tvrzenı́m o konvergenci pro kontinuálnı́ situaci je ob-
sahem následujı́cı́ho tvrzenı́

5.2 Věta
Za předpokladu, že parametr ρ se vybı́rá z intervalu (0, 2σh

2), kde

σh =
1
‖B‖ ,

při čemž ‖B‖ značı́ operátorovou L2-normu, platı́ tyto vztahy

lim
k→∞

∥∥uk
h − uh

∥∥
V0h

= 0, lim
k→∞

∥∥φk
h − φh

∥∥
Vh

= 0.

27



6 Volba prostorů konečných prvků
Triangulace Th oblasti Ω sestává z prvků K a to tak, že Ω =

⋃
K∈Th

a přitom každý element K splňuje standardnı́ ve smyslu [5] geometrické
požadavky. Předpokládá se rovněž, že každý element K ve všech trian-
gulacı́ch pro 0 < h ≤ h0 je afinnı́m obrazem referenčnı́ho elementu
K̂ : K = FK(K̂). Pomocı́ triangulace Th je generován prostor

Vh =
{
vh ∈ C(Ω) : ∀K ∈ Th, vh|K ∈ PK

}

kde
PK =

{
v : K →R; v = v̂ ◦ F−1

K , ∀v̂ ∈ P̂
}

při čemž se předpokládá, že P̂ je daný konečně-rozměrný prostor funkcı́ v̂
splňujı́cı́ch

P1 ⊂ P̂

kde P1 značı́ množinu polynomů stupně≤ 1 dvou proměnných.
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6.1 Definice
Regulárnı́ třı́dou triangulacı́ rozumı́me systém {Th} splňujı́cı́ s vhodnými

konstantami nezávislými na h α a τ takovými, že

max

{
h(K)
δ(K)

}
≤ α, τ max {h(K) : K ∈ Th} ≤ min {h(K) : K ∈ Th} ,

h = max {h(K) : K ∈ Th} ,

kde h(K) = diametr K, δ(K) = sup{diametr kruhů vepsaných do K}.

Přechozı́ teorie byla odvozena bez speciálnı́ch požadavků na volbu
prostorůVh, V0h,Mh. Pro výpočet parametru ρ však bez využitı́ některých
specifik prostorů řešenı́ se neumı́me obejı́t. Za prostor Mh v souladu s
volbou prostorů Vh a V0h využijeme též specifické volby Mh: Za Mh

volme podprostor Vh funkcı́ jejichž hodnoty ve vnitřnı́ch uzlech oblasti Ω
jsou nulové. Potom odvodı́me následujı́cı́ výsledek.
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6.2 Předpokládejme, že skalárnı́ sučin (., .)Mh
je L2-součin na ∂Ω. Dále,

nechť Vh a V0h aMh jsou zvoleny výše uvedeným způsobem. Potom,

lim
k→∞

σh = σ,

kde σ je veličina odvozená v části pojednávajı́cı́ o kontinuálnı́ analýze bihar-
monického problému.

7 Závěry
Fundamentálnı́ teoretické výsledky z dnes již klasických pracı́ [6] a [5] byly
upraveny na základě soudobých poznatků výpočtové matematiky a vytvořen
adekvátnı́ softwarový produkt [10]. Současně probı́hajı́ experimenty, které
potvrzujı́ očekávané kvality diskutovaných metod. Výsledky experimentů bu-
dou pečlivě vyhodnoceny a publikovány. Dá se očekávat, že tyto metody se
stanou součástı́ softwarových soustav praktického užitı́, tedy nejen výzkumnou
pracı́. Otázkou zůstává, proč uvedeného přı́stupu nebylo využito praktiky již
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v minulosti. V rámci teorie byly myšlenky navržené v [6] dále rozvı́jeny, na
př. v [8].
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