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A��#!� ���/�# �+��2�!�&# B��%4

Ax ≈ b, A ∈ Rn×m, b ∈ Rn,

+1��+�	�/�/!� b �= ∅� ���+�	
��� ATb �= ∅ 7� �+�& ! +1#+��0 "� 1���#


����/�#9�

)3!����! ≈ =�� =�&#!� !��!/�# !���6	�$� +��� �
��3 b 
�	�

��3$%�! ���
��� 	�!+�
����# �3�
 !�
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r ≡ rank(A) ≤ min {m, n}, m � n

+1�&�!: +��
# �4C

b �∈ R(A) � �	�!+�
����# �3�
 !�

��� b ∈ R(A) � 	�!+�
����# �3�
 !.
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A���# +�!�$# ��4�
��3 ��!/�#$% ����$

ATAx = ATb,

� ������5 ATA "� �3!�
��$	/� +�=�
��0 7��!�9��6�
#�

� ��������5 !�
�$� ��4�
��3 !':� ��
 �+�
0 +��!#0/�

A���# +�!�$# ��=�#1� ��4�
��3 ����$[
I A

AT ∅
] [

−g
x

]
=

[
b
∅
]

,

� ������5 +��!#0��
 !�
�$� ��4�
��3 �� 
 !01 �!0#�

��#$ "�!� =#�	��� �����44! g = Ax − b�

� ��������5 ��4�
��� "� �3!�
��$	/� ��� ���$0 ���6�
#�
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F�$%G !�
�$� A !/ ���4�/�# ��=	��� A = UrΣrV T
r � +��
# R(A) = R(Ur)�

�/�� +��
# (UrUT
r ) b ∈ R(A)� ���
/�/!� 	�!+�
����# �3�
 !

Ax = UrU
T
r b.

A��#!� �����/�# ��4�
��4
Σry = UT

r b, 	�� y = V T
r x,

+1�&�!:

x = Vry ∈ R(AT ), x ⊥ N (A),

"� x ��	��
 �� ����� ������	
�� ������� ��������
 � ������
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�+��2�!�&# +���� ! +�!�$# () 1��#!� 
�	� :� +'���# +����4 �
��4

b �%���#!� "�"# ��
���/�# +��"�	$# �� ����4 %���
 !�
�$� A�

b �%���#! UrU
T
r b,

+��
# g = Ax − b = UrU
T
r b − b = (UrU

T
r − I) b.

������ ����� +1�+�4�
#!�� :� ��	
�� +��� �
��3 b ����%4"� $%3�3�

!�
�$� A +���:4"�!� =� +1���4�

�� ��� ��� �������� ������� ������ b� ��� � ������ A 
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J���/!� !�
�$� E � ��	
�� g 
�	� :�

A + E ∼ A, � b + g ∼ b,

� [b + g| A + E] "� 	�!+�
����# �3�
 !� 
��3

∃x ∈ Rm 
�	�� � :� (A + E)x = b + g.

� ��	
�� x "� 1���# +'���#%� �+��2�!�&#%� +���� !4 Ax ≈ b

�� �!3��4 �� ! 
3+�! B��%3 7()� �()� ,()� ),()9�

� �=�/����
 �� %� 	�!+�
����#%� �3�
 !4 �� +'���#%�

+���� !4 !01#!� ��!�4 +�
4���$� [g|E] =/���� � 
3+4 B��%3�
��
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3+3 B��%5

� !���6	4"�!� ��	
�� b 7+����4 �
��4� ��	
�� +�=����/#�

�!01�/ ��
�� ���=�4 �3�
 !49� A �����%4"� $%3�3 → !"

Ax = b + g, min
g,x

‖g‖,

� !���6	4"�!� !�
�$� A 7!����9� b �����%4"� $%3�3 → #!"

(A + E) x = b, min
E,x

‖E‖F ,

� !���6	4"�!� !�
�$� A � ��	
�� b → $!"

(A + E)x = b + g, min
g,E,x

‖[g|E]‖F .
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K����$	/ ;��!4��$� "$!" 7)$���� ,()9 +���� !4 "�

(A + E)x = b + g, min
g,E,x

‖[gγ|E]‖F ,

	�� 	��� ��/� &#��� γ ∈ (0,∞) "� 	�������
 %��������

<�/� �	������
# ;��!4��$� ),() +���� !4 "�

(A + Ê)xγ = bγ + ĝ, min
ĝ,Ê,x

‖[ĝ|Ê]‖F ,

	�� Ê ≡ E� ĝ ≡ gγ� ,�
� ;��!4��$� "� +�� /� ��%��0"�#�

�?
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γ = 1� ),() +���� ! = ,() +���� !�

γ → 0� ),() +���� ! → () +���� !�

x�0(� → x(�, �0(� 
�������

γ → (� 
��������

γ → ∞� ),() +���� ! → �() +���� !�

x�0(� → x�(�, �0(� 
������� → �(� 
��������

A���# ),() +���� !4 x = x(γ) "� ;4	$# +���!�
�4 γ�

+�� γ → 0, 1,∞ "� 1���#! ��+��#��"#$#%� ()� ,()� �() +���� !4�
�@



��4%/ ;��!4��$� ),() +���� !4

(A + Ê)xγ = bγ + g̃, min
ĝ,Ê,x

‖[ĝ, Ẽ]‖F ,

4!�:L4"� �%�#:�
 � ),() +���� ! +�� �� γ "�	� � ,() +���� !

"�%�: 1���# "�

xγ = x(γ) γ.

#�������� � ��������4 ���� +�+���4 B��%4 !':�!� �%�#:�
 "�	�

� ,() +���� ! &� "�%� ��!�
# +1#+���

�� ����� �������& �%����� %���'���� ��	��
 $!" %����&��(
��



		
/ &���'� 0�.�� 1 ��� �����

)���%������ !�
�$� A � [b|A] !�"# +�� ���4+$��� ��	

r ≡ rank(A) = m, q ≡ rank([b|A]) = m + 1,


��3 +��
# m < n� b �∈ R(A)� �3�
 ! "� �	�!+�
����#�

,() +���� ! �=� =� "��
 +��!#	3 +1�;��!4����
⎡
⎢⎣ b + g A + E

⎤
⎥⎦ [−1

x

]
=

⎧⎪⎨
⎪⎩ [b|A] + [g|E]

⎫⎪⎬
⎪⎭
[−1

x

]
= ∅,

+1�&�!: !�
�$� {[b|A]+[g|E]} �!/ +�� ���4+$��� ��	 � � "�"#! "/��4

��:# ��	
�� � �4����4 +��# 	�!+��
�4�

�D
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F�$%G

A ∈ Rn×m, r = rank(A) ≤ min{n, m},

+�	 ���4�/�# ��=	��� !�
�$� A "�

A = UΣV T ,

+1�&�!:

U−1 = UT ∈ Rn×n, V −1 = V T ∈ Rm×m,

Σ =

[
Σr ∅
∅ ∅

]
∈ Rn×m, Σr = diag(σ1, . . . , σr) ∈ Rr×r,

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0.

�E



*=�&!�
U ≡ [Ur|Un−r], Ur ≡ [u1, . . . , ur],

V ≡ [Vr|Vm−r], Vr ≡ [v1, . . . , vr],

!':�!� +�/


A = UΣV T = UrΣrV
T
r =

r∑
i=1

uiσiv
T
i .

�/�� �=�&!�

Ai ≡ uiσiv
T
i ∈ Rn×m,


��3

A =
r∑

i=1
Ai.

�H



���
#

rank(Ai) = 1, ‖Ai‖F = σi, i = 1, . . . , r,

+����4+��
 ���!
‖A1‖F ≥ ‖A2‖F ≥ . . . ≥ ‖Ar‖F > 0

"� ����
�4$#�

)�'������ ���
# AkAT
l = ∅ +�� k �= l� +��
�

rank(A) = rank

⎛
⎝ r∑

i=1
Ai

⎞
⎠ = r∑

i=1
rank(Ai).

�I



		
/ &���'� 0�.�� 1 ��� ����� 4(�������3��5

���%3 ,() ���3	�� 1��#!� +�!�$# )��� F�$%G 
��3

[b|A] = UqΣqV
T
q , rank([b|A]) = q = m + 1.

F�"!��# +��
4���$� [g|E] ��:4"#$# %����
 !�
�$� [b|A] "�

[g|E] ≡ −uqσqv
T
q , ���G ‖[g|E]‖F = σq = min{σi([b|A])}

��	
�� ��:#$# � "/��4 !�
�$� "� vq = (ν1, . . . , νm+1)T = (ν1, wT )T �

=� +1��+�	���4 ν1 �= 0 +��
#

[−1
x

]
≡ − 1

ν1
vq � x ≡ − 1

ν1
w = −

(
ν2
ν1

,
ν3
ν1

, . . . ,
νm+1

ν1

)T

.

��



)�'������ � +��2� %���/!� 1���# !��!/�# � ��!0�

�1��+�	�/��"!�� :� σs > σs+1 = . . . = σq � :� = ��+��#��"#$#$%

+����$% ���4�/�#$% ��	
��' vs+1, . . . , vq !/ ����+�L "��� �4����4

+��# ���:	4�

*�
���/�# 
���;��!�$# 7J�4��%�����'� ����=9 =#�	/!� ��� ��4���

��	
��' v̂s+1, . . . , v̂q 
�	���� :� +�4=� v̂s+1 !/ �4����4 +��# ���:	4�

���
# 
��3 v̂s+1 = (ν1, wT )T � ν1 �= 0 � %���� 1���#

x ≡ − 1
ν1

w

"� !��!/�# � ��!0�

��



���� +�+��� +��
4+ � 1���# �� �=���"#5

*�+������� ,����� � ��� !����� �4��!� %� =�&�
 *,-! �

��	��
 �� ����� $!"� ���+�	
��� +�������& ��	��
�

� +1#+��0 ν1 = 0 �M�( ��=� +�4:#
� *�
#: "� � 
�!� :� �����$	 

1���# � !��!/�# +��
4���$� ��+��#��"#$# 1���# � 4���� ! �!3��4

��2��
4"#�

������ ����� ;��!4��$� ,() +���� !4

(A +E) x = b + g, min
g,E,x

‖[g|E]‖F

+�� 0	
��/ A� b '���� '����
 ����� !��!4! �'��$ ��2��
4"��

7�2��
4"� +�4=� �6!4!9�

��



)�������
�
� ������� �	�� ����� ./0 %���
��� �1������� +������2

�&�� ��	��
 .��	��������� %����
 *,-!0 ��

σr ≡ σmin(A) > σmin([b|A]) ≡ σq.

3���� ���=�# �%�� ;��!4��$� 
�	�� !��!���=�&# B��%3� ��3 ��4N

�
��� ����$ Ax ≈ b �3�� �!3��4+�0 1���
��/ +�� �������/ A� b � ��3

"�"# 1���# �3��� =� +1��+�	���4 σr > σq ���
�$	 � 1���#! �����$	�!�
�?



		
/
 �$���� ��6������� ����.

O��:4"!� ,() +���� ! [
1 0
0 0

] [
x1
x2

]
≈

[1
1

]
.

J���/!� �"!��# +��
4���$� 
�	���4� ��3$%�! ���
��� 	�!+�
����#

�3�
 !� =1�"!0 +��
#

[g|E] =
[
0 0 0
0 0 θ−1

]

� x =
[1
θ

]
.

��	4� θ → +∞ +�	

‖ [g|E] ‖F → 0 � ‖x‖ → +∞.

�@
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F�$%G Ax ≈ b� b �= ∅ "� �+��2�!�&# +���� ! �

[b|A] =
q∑

i=1
uiσiv

T
i , σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σs > σs+1 = . . . = σq > 0.

"� ���4�/�# ��=	��� !�
�$� [b|A]�

4%������
� ��	4�

eT
1 [vs+1, . . . , vq] = ∅,

+�	 ��2��
4"� �����$	 1���# +���� !4 � �M�( ��=� +�4:#
�

��



�1��+�	�/��"!�� :� �2��
4"� 
�	�� t� :� +��
#

σ1 ≥ . . . ≥ σt > σt+1 ≥ . . . ≥ σq, eT
1 vt �= 0, eT

1 [vt+1, . . . , vq] = ∅.

)��4�/�# ��=	��� ��=�0�#!�

[b|A] =
t∑

i=1
uiσiv

T
i +

q∑
i=t+1

uiσiv
T
i

� �4��!� �� =�����
 +�4=� "�%� +��# &/�
#�

���
4���&# !�
�$�� ��	
�� ��:#$# � "/��4 +��
4����� !�
�$� � ��	
��

1���# "��4

[g|E] ≡ −utσtv
T
t , vt =

[
ν1
w

]
, x ≡ − 1

ν1
w.

�D



������ ����� J���/!� 1���# ,() +���� !4 ��=�#1� %� � +��!#	4

(A +E) x = b + g, min
g,E,x

‖ [g|E] ‖F ∧ [g|E] [vt+1, . . . , vq] = ∅.

)�'������ � +��2� %���/!� �+0
 1���# !��!/�# � ��!0�

�1��+�	�/��"!�� :� σp > σp+1 = . . . = σt > σt+1� *�
���/�# 
���;��N

!�$# =#�	/!� 
�	��� ��4��� +����$% ���4�/�#$% ��	
��' v̂p+1, . . . , v̂t�

:� +�4=� v̂p+1 !/ �4����4 +��# ���:	4�

���
# 
��3 v̂p+1 = (ν1, wT )T � ν1 �= 0 � %���� 1���#

x ≡ − 1
ν1

w

"� !��!/�# � ��!0�

�E
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4+ � 1���# �� �=���"#5

51������� �6 -�� 7�8�� ��� -����9���� =�&#!� 5-7- �

��+�������& ��	��
�

F������$	 1���# �:�3 �2��
4"�� ��#$ +�	4� σr > σq� +�	 "� �%�� 

� 1���#! �����$	�!�

8�J� � +���
�
0 ����4"� ��
� ��4����"#$# �� ���4�/�#!� &#��3 σi([b|A])�

i > t� ,�
� ��
� �"��4 �=%����! 	 1���# ������
# 7b !/ 4��� +��N

"�	$� �� ��+��#��"#$#$% ����$% ���4�/�#$% +��+���
��'9�

3���� �%�� �3 �3�� ���
���
 ���$%� ��
�� 	
��/ �"��4 ������
#

�=%����! 	 1���#�

�H
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F�$%G Ax ≈ b� b �= ∅ "� �+��2�!�&# +���� ! � P−1 = PT � Q−1 = QT

"��4 ��
���/�# !�
�$�� ,���;��!���� +���� !

Ãx̃ ≡
[
PT AQ

] [
QTx

]
≈

[
PTb

]
≡ b̃

!/� �: � ��
���/�# 
��;��!�$� x = Qx̃� �
�" �����$	 � ���+�

������$	 1���# "�	� +���� ! +'���#�

)���%������ ,���;��!���� +���� ! !/ /����4"#$# �
�4	
4�4

PT [b|AQ] = [b̃|Ã] =
[

b1 A11 ∅
∅ ∅ A22

]
.

�I
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• ���+���� ! A11x1 ≈ b1� 	
��� 1��#!� �+1#	��� +�!�$# �M�(�

+1��+�	�/��"!�� :� 
� �=� � :� +��
# σmin([b1|A11]) < σmin(A11)�

• ���+���� ! A22x2 ≈ ∅� 	
��� !/ =1�"!0 "��� �!3��4+� 1���#

x2 = ∅�

:��������
 ��	��
 +'���#%� +���� !4 Ax ≈ b "�

x = Qx̃ = Q

[
x1
x2

]
= Q

[
x1
∅
]
.

�� �������� ������2�� ��	�� %����&� ���� ����� %����
 *,-! 
?�



		
9
� �"�2.3��� ��'��� ���"�� 4��.��� = 5

��:�� ���4�/�#$% &#��� !�
�$� "� ��
���/�0 ������
#� F�$%G

A = UΣV T � P−1 = PT � Q−1 = QT � +�	 +��
#

Â ≡ PTAQ = ÛΣV̂ T , 	�� Û = PTU, V̂ = QTV.

��:�� ���4�/�#$% &#��� ���	��0 �����/�# !�
�$� "� �"���$�#!

!�:� ���4�/�#$% &#��� "���
����$% ���	'

UΣV T = A =

[
A11 ∅
∅ A22

]
=

[
U11Σ1V T

11 ∅
∅ U22Σ2V T

22

]
,

{σi(A)} = {σj(A11)} ∪ {σk(A22)}.

?�
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 4(�������3��5

�1�+4�G!�� :�
σq = σmin(A22) < σmin([b1|A11]), 
��3 σr = σq ∈ {σi(A22)},

uq� vq � ��+��#��"#$# ���4�/�# ��	
��3 = ��=	���4 ���	4 A22�

z � ��������� '������ ������ � r1 ≡ A11z − b1 �����44!�

θ > 0 � ��������& �����& �����& �
����

.1�"!0 +��
# �����
[
b1 A11 −r1θ

−1vT
q

∅ ∅ A22 − uqσqvT
q

] [−1
x̃

]
= ∅ +�� x̃ =

[
z

vqθ

]
,

� 
��3

x = Qx̃ = Q

[
z

vqθ

]
.
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[g|E] = P

[ ∅ ∅ −r1θ
−1vT

q

∅ ∅ −uqσqvT
q

] [
1 ∅
∅ QT

]
,

‖ [g|E] ‖F =
√
‖r1‖2θ−2 + σ2q .

A���#

x = Qx̃ = Q

[
z

vqθ

]

����! �# �����$	 1���#� "� ��+
�!/�# �� �!3��4 ��!3
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.1�"!0 +�� θ → +∞ ���
��!� !��!/�# +��
4���$�

‖[g|E]‖F → σq < σmin([b1|A11]),

��� =/����L

‖x‖ = ‖x̃‖ =
∥∥∥∥∥
[

z

vqθ

]∥∥∥∥∥ → +∞.
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 !�
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4"�� ����! ���N
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�
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� ��	
�� 1���# "� =$��� 4�&� 1���#! +��+���� !4 [b1|A11]�

� +��
4���$� "� =$��� 4�&� +��
4���$# +��+���� !4 [b1|A11]�

x = Q

[
x1
∅
]
, ‖x‖ = ‖x1‖, ‖[g|E]‖F = ‖[g1|E11]‖F = σmin([b1|A11]).

"�����
 ; ���%������
 .*,-!0 ��	��
 %����&���

� 1���# 
��1# ���4�/�# ��	
�� ���	4 A22 � �������0 ���� 

	�!+��
3� ��!� 1���# ��!�=�0 ���
��

� ��!� +��
4���$� �� ��!�
0 ��#:# 	 σq�

x = Q

[
z

vqθ

]
, ‖x‖ → ∞, ‖[g|E]‖F → σq = σmin(A22) < σmin([b1|A11]).
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�
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��# +��
4+ =$��� =����/�/ ���	 A22� +1�
�! 4
0 ���
 �&��

� �����&�� �%����&�� � �����%�&�� ��	��
 %����&�� � ���

+��+���� !3 [b1|A11]� [∅|A22] "��4 =$��� �=/���� � +1�&�!:

� +��� !/ �����$	 1���# �

� ��4%� ��	/:�!� 1���
 +1��0 x2 = ∅�

)��� �%� ��!�� :� � 
�!
� +1#	���4 +��
#

σmin(A) = σmin([b|A]) = σq = σmin(A22).

�
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��# 1���# "� �%�� � 1���#! ������$	�!�
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σmin(A) > σmin([b|A]).

F������$	 78�J�9 1���# �:�3 �2��
4"�� "�N�� �+�0� +��!#	� �����

"� �%�� � �����$	�! 1���#!� �1� 1���# "�!� �+�������� ���� ��2

%��
���
�
 σi([b|A])� i > t�

�
4�
��# 1���# "� �%�� � ������$	�! 1���#!� "�N�� �+�0� +��N

!#	� ����� "� �%�� � �����$	�! 1���#!� �1� 1���# "�!� '��������

���� A22� 
��3 ���� ��%��
���
�
 σj(A22)� �1��+�	�/���� "�!� ����!

�2��
�$� �����$	 %� 1���# +��+���� !4 A11x1 ≈ b1�
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3���� �%�� �3 �3�� 	 1���# +���� !4 Ax ≈ b �34:#
 +�4=� ��
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�!4 4
/ � +��
�&4"#$#�

F��# ��%�4 �4�� ���
���
 = +���� !4 ���$%3 �:/��4$# �;��!�$��

=�����
 ���$%3 ���4��$� � 7= %�����	� 1���#9 �������
# 	�!N

+��
3 !�
�$� [b|A]�

F�$%G Ax ≈ b� b �= ∅ "� �+��2�!�&# +���� !� J���/!� ��
���/�#

!�
�$� P−1 = PT � Q−1 = QT 
�	�� � :�

PT [b|AQ] = [b̃|Ã] =
[

b1 A11 ∅
∅ ∅ A22

]

"� ���	��0 �����/�# �3�
 !� � ���	�! A22 !�2�!/�# !�: ��!�=��

�
4�
��0 1���
��� 7A11x1 ≈ b1 !/ �����$	 1���#9�
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�$� P−1 = PT � Q−1 = QT ����4$# � ����
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4�4 
�	�� � :�

� ���	 A11 !/ !��!/�# � ���	 A22 !�2�!/�# !�:�4 ��!�=�

+1�� ���$%3 ��
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���;��!�$� ����4$# � ���4 �
�4	
4�4�

� ���	 A11 �!/ :/� �+�	4"#$# �� � �� 4��� ���4�/�# &#����

� +��+���� ! A11x1 ≈ b1 !/ �����$	 1���# 7"� 1���
��� +�!�$#

�M�(9 � =/����L +��
#

σmin([b1|A11]) < σmin(A11),
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� 7��
�� 	
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+��"�	$� �� ��	
��4 b9� ���$%� 4���/ ���4�/�# &#����

� +��+���� ! A22x2 ≈ ∅ !/ "��� �!3��4+� 1���# x2 = ∅�

A���# +'���#%� +���� !4 "�
x = Q

[
x1
∅
]
,

� "� �%�� � 1���#! ������$	�!� +�	4� +��
# σr > σq� +�	 "�

�%�� � 1���#! �����$	�!�
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PT [b|AQ] = [b̃|Ã] =

⎡
⎢⎢⎢⎣

β1 α1
β2 α2

β3 α3

� � � � � �

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

!�
�$� P � Q "��4 %���� !�
�$� = +1��$%�=# �0
3�

K ���0��# ���4 +��+���� !' ��"�� 
�%�3 � "� 
�%�3� 	�3: �� αi = 0

��� βj = 0�

)�'������ ,�$%�	�4 "��4 J�4��%�������3 ����=3� ���+� (�$=��N
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�4��� � !/ 
��� �4C

[b1|A11] =

⎡
⎢⎢⎢⎣

β1 α1
β2 α2

� � � � � �

βp αp

⎤
⎥⎥⎥⎦ ∈ R p×p+1, αiβi �= 0, i = 1 . . . p,

+�	4� βp+1 = 0 ��� p = n� $��� +�����! A11x1 = b1 "� 	�!+�
����#�

���

[b1|A11] =

⎡
⎢⎢⎢⎣

β1 α1
β2

� � �
� � � αp

βp+1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ∈ R p+1×p+1, αiβi �= 0, i = 1 . . . p,

βp+1 �= 0.

+�	4� αp+1 = 0 ��� p = m� $��� +�����! A11x1 ≈ b1 "� �	�!+�
����#�
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