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Abstrakt

Prispévek struéné pojednava o core problému v Glohach linearnich nejmensich Gtvercl. Velmi zbézné
se podivame na klasickou Ulohu nejmensich Ctvercl a jeji feSeni. Dale se zaméfime na feSeni Gplného
problému nejmengich &tvercll a na komplikace, které mohou pfi Fedeni nastat.

Na Uplny problém nejmensich ¢tvercl se podivame z ponékud odlidného Ghlu, coZ povede k prirozené
formulaci core problému. Ukazeme souvislost mezi feSenim core problému a obvyklym FeSenim Gplného
problému nejmensich ctvercl.

1. Uvod

V mnoha problémech matematickych, fyzikanich i technickych potfebujeme feSit soustavy linearnich al-
gebraickych rovnic (k popisu soustav budeme pouZzivat obvykly maticovy zapis). Je-li takova soustava
Ctvercova a regularni, méme k dispozici fadu metod k jejimu FeSeni. Casto, napfiklad ve statistickych
aplikacich, se ae setkavame s obecngdimi soustavami. Matice soustavy miize byt obecné obdélnikova,
hovofime o nedouréenych a preuréenych soustavach. Matice, at’ uz Gtvercova nebo obdénikova, nemusi
mit plny soupcovy alnebo Fadkovy rank. Vektor pravé strany obecné miize ale nemusi leZet v oboru hodnot
matice, mliZe tedy |eZet vné podprostoru generovaného sloupci matice.

Uvazujme tedy obecnou soustavu
Az ~b, AcR™™ beR", plicemz r=rank(A) <min{m,n}, m § n (@D}

aplati bud b ¢ R(A) (nekompatibilni systtm) nebo b € R(A) (kompatibilni systém), obvykle
predpokladame b £ (), v opaénéem pripadé je FeSeni triviani.

2. Klasické fesenti, Gplny problém nejmensich ctvercl

Zaklasicka bychom napt. mohli oznait feSeni problému ([I) pomoci soustavy normalnich rovnic a pomoci
rozSifené soustavy rovnic

AT Ay = AT,  respektive {AIT ’H {‘9} _ H
xXr
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kde g = Az — b je reziduum. Obecnou soustavu ([I)) jsme prevedli na soustavu se Gtvercovou, za jistych
predpokladll regularni matici, navic s vektorem pravé strany leZicim v oboru hodnot matice soustavy.
Predpokl adame, Ze takovou soustavu umime Feit, viz napriklad [[1]. ReZeni takto ziskané je fesenim mini-
malizatni Glohy

Ax =b+ g, min|g]. 2

g,T

Minimalizujeme residuum g, vektor z | N(A), ktery nazyvame FeSeni ve smyslu nejmensich &tvercl
minimalni v normé, je jednoznatné uréen. Minimalizatni tloha ([2) se nazyva problém nejmensich &tvercl
- LS.

Pri hledani feSeni ([2) v podstaté hledame nejmensi moznou modifikaci vektoru b (pravé strany, vektoru po-
zorovani, odezvy systému, ...). Pfipou&time tak, Ze vektor b obsahuje chyby, ale zcelaignorujeme moznost,
Ze chyby obsahujei matice A (model). To jejisty nedostatek feSeni ([I) pomoci LS.

Chyby miize obsahovat vektor b a/nebo matice A, popripadé mohou byt chyby obsazenév b av A v ngakém
vztahu. Podrobng i analyza, viz [[5], ukazuje, Ze vyznamna (loha, jejimuz FeSeni se pokusime porozumét,
je tpIny problém nejmensich Etvercli — TLS,

(A+E)z=b+g, min |[glE]||r ©)

V dalSim textu budeme tedy predpoklédat, Ze chyby obsahuje cela soustava, cela matice [b] A].

3. Analyza Goluba a van Loana

Pro jednoduchost budemev této sekci uvazovat () s matici A, kterama plny sloupcovy rank, navic budeme
predpoklédatb ¢ R(A).

Z analyzy Goluba avan Loana [2] vyplyva, Ze problem (@) Ize za vy3e uvedenych predpokladl a za jisté
nize uvedené podminky (B) preformulovat a maticoveé zapsat

[_ﬂ =0. (4

Vidime, Ze matice [b + g|A + E] manetrivialni nulovy prostor (jadro), ve kterém lezi vektor s nenulovou
prvni komponentou.

[b+gA+E

Resme tedy Glohu (@). Necht ekonomicky singularni rozklad matice [b| 4] je

q
[b|A] = UqEqVqT = Zuiaiv?, pricemz ¢ =rank([b|A]) < min{m + 1,n}.
i=1
Obecné plati » < ¢ < r + 1, kde r je hodnost matice A, z predpokladli na zatatku sekce ovéem vyplyva
r=m<mn,qg=m+1<n,tedyr < g =r-+ 1. Minimani perturbace [g|E] matice [b|A] takova,
abychom dostali matici s netrivialnim jadrem, je

[9|E] = —uqaqvg, 5)
vektor leZici v jadru maticeje vy = (v1,. .., Vm11)? = (11, w?)T. Zapredpokladu () je vy # 0, viz 2],
zZfejmé plati

-1 1 1
{ ] =——v,, Vektor z=-—w
x 141 "

jeteSenim minimalizaéni Glohy ([3), nazyvame ho feseni ve smyslu TLS, vy3e popsany postup je algoritmem
Goluba a van Loana — AGVL. Toto feSeni mlizeme také nazyvat, zefménav kontextu dali sekce, generick &
FeSen.
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ObtiZe nastanou pokud vy = 0, vektorové ef v, = 0. Minimalni petrurbace (B) sniZujici hodnost matice
[b| A] sice Ize sestrojit, ale FeSeni Glohy (B) neexistuje, misto minima existuje pouze infimum. Lze ukazat,
Ze pro néktera A, b ztraci formulace (B) problému TLS zcelasmysl, viz priklad v [[2, str. 884].

Ona“jista podminka’, za které |ze problém (B) preformulovat v (@), kterazajisti v, # 0, je
0r = Oin(A) > G (B]4]) = o, ®)

Je-li (©) spinéna, formulace Ulohy (B) ma vzdy smys a problém Ize fesit pomoci AGVL. Bohuzel tato
podminkaje pouze podminkou postacujici, nikoliv podminkou nutnou!

4. Negenerické FeSeni

Sabine Van Huffel a Joos Vandewalle [[3] navazuji na predchozi analyzu, ale zavadgi kvalitativné odlisné
feSeni aproximacniho problému ([I). Toto feSeni je v jistém smyslu zobecnénim feSeni TL'S problému (B).

Tentokrat ovsem budeme vychazet ze zapisu () (uvazujeme zcela obecny problém ([I). Chceme ziskat
nejmensi petrubaci [g| F| takovou, aby byla splnénarovnost (), hledame matici, v jejimz jadru leZi vektor
s nenulovou prvni komponentou. Nejmen3i takova petrubace [g| E] je zfgimé

[9|F] = —usosvl, v, = [,u;] , @)

kde o, je nejmendi singularni &islo takove, Ze 111 # 0. ReSeni

nazyvame negenerické feSeni TLS, postup nazyvame rozsifenim Van Huffel a Vandewalle — EVHV.
Negenerickéfesni TLS odpovidaieseni plivodni minimalizaéni tlohy ([3) s rozsifujici podminkou

(A+E)z=bt+g, mn [[glE]lr A [gE][vat, - ve] = 0. ®)

Negenericke FeSeni vzdy existuje (pro libovolna A, b z () a v pripadé, Ze je spinéna podminka (),
je identické s feSenim nalezenym pomoci AGVL, podrobngji viz [[3]. Toto feSeni je tedy zobecnénim
(rozsifenim) generického FeSeni na data nespliujici podminku ([6). Ve skutetnosti viak hledame negen-
erické feSeni minimalni v normé, viz [[3], zde to pro jednoduchost vynechavame.

5. Odlisny thel pohledu

Uvazujme aproximagni problém () a ortogonalni matice P, Q odpovidajicich rozmérli. Transformovany
problém R -
Ai = [PTAQ| [Q"z] ~ [P"b] =b, P '=P" Q'=Q" )

mé4, aZ natransformaci = = Q%, stejné generické, resp. negenerické feeni jako problém plivodni (nebot’
Frobeniova normai singularni rozklad jsou ortogonané invariantni). Pfedpokladejme, Ze transformovany
problém méanasledujici strukturu

(10)

PT[b|AQ] = [b|A] = { bi | A | 0 ] .

@H [} |A22

Plvodni problém [b| A] se rozpadl na dva podproblémy [b1|A1;] a ] Asz], z nichZ druhy ma zieimé jediné
smysluplnéfeseni o = (). Intuice napovi, Ze Fedeni plivodniho problému je bezpodminetné

-=a[z]-el3] @
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kde z; jeTeeni prvniho podproblému. Bez (jmy na obecnosti, jak uvidime pozdgji, miizeme predpokladat,
Ze prvni podproblém A1z ~ by vyhovuje (6) (je FeSitelny pomoci AGVL a x; je jeho generickym
feSenim).
Abychom nahlédli, kde se skryvéa obtiz pfi FeSeni problému pomoci AGV L, budeme pfedpokl adat

Oq = CTmirl("422) < Umin([bl |A11])a

intuitivni YeSeni (II) se tim nijak nezméni. Pokusme se cely problém vyFesit pomoci AGVL (hned si
vdmnéme, Ze neni splnéna (ovsem postadujici, ne nutnd) podminka ([6)). Plati nasledujici rovnost

b1 || A | —7'19*11)31 -1 N z z
= kde 7 = T = 12
O 0 ] Asz —ugogvl T 0, € vg0 aw=0Q vgd |’ (12)
pricemz u4, v, jSOU levy, resp. pravy singulérni vektor odpovidajici singularnimu €islu o , ze singularniho

rozkladu bloku Ass, 2 je libovolné zvoleny vektor ar; = A1z — by, 8 > 0 je kladné €islo. Perturbace
[g| E] plivodniho systému [b| A] tak je

oot )

| _“qaqvg olQr

Pokud se pokusime nalézt minimélni perturbaci, narazime na problém. Zfggmé pro § — +oo

IglElllr = \/lIrl?672 + 07— 04 = omin(A22)

azaroven

=] = (12 : +00
= = _ .
Vg0

Minimum tedy neexistuje, existje pouze infimum. Narazili jsme pravé na pripad, kdy formulace ([3) TLS
problému zcela postrada smyslu (ostatné snadno nahlédneme, ze pravy singularni vektor odpovidajici o
v rozkladu matice [b] A] musi mit prvni slozku nulovou). Regeni (@) v tomto pripadé neexistuje, atak ani «
fesici (12) nemiize byt ani vzdal enou aproximaci feSeni ([3). Nedosti natom, z fesici (I2) je, krom libovolné
zvolenych komponent z a 6, tvofeno pravym singularnim vektorem bloku A o2, ktery jsme v intuitivnim
pristupu cely zanedbali.

Dl eZité je nasledujici pozorovani, jez nam bude motivaci pfi formulovani core problému:

e Pokud se nam plivodni problém podafi transformovat na ([I0) a feSeni budeme hledat ve tvaru (1),
zcelapotlaCimevliv dat obsaZzenych v bloku A o5. Jinymi slovy: z problému odfiltrujeme komponenty
souvisgjici se singularnimi €isly o;(Asz) bloku Ags.

Tento blok neni pfi intuitivnim pistupu viibec nutny k feSeni problému, informace v ném obsazené
jsou zcelairelevantni a s feSenim problému, tedy i s problémem samotnym, viibec nesouvisi.

o Regime-li plivodni problém pomoci EVHV dosp&jeme k Feseni shodnému s intuitivnim Fegenim ([II)
(vSechny pravé singularni vektory z rozkladu matice [E\fl] odpovidajici singularnim &isltim bloku
Ao maji zfgimé nulovou prvni slozku). Pomoci EVHYV odfiltrujeme €ast informace obsazené v bloku
Asq, ovSem odfiltrujeme pouze ta data, ktera souviseji se singularnimy €isly o ;(Asq) < o5 (tedy pro

i > s),viz ([§).

6. Core problem
Vhodné by bylo pro fegeni (1) vyuZit pouze informace nutné a postacujici k feSeni. Na&i snahou bude

odfiltrovat veSkerou informaci, ktera s problémem nesouvisi a na jeho feSeni nema vliv. V dalSim textu
budeme predpokladat A”b £ 0, tj. vektor pravé strany neni ortogona ni na podprostor generovany sloupci
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matice A (v opatném pripadé existuje pouze negenerické feSeni a je trividni = = 0, pficemz [g|E] =
[—0]0]; predpoklad prirozené zahrnujei pripad, kdy b je identicky nulovy vektor).

Budeme hledat ortogonalni matice P, P~! = PT, Q, Q7! = QT transformujici plivodni problém na
problém se strukturou ([I0), navic budeme pozadovat aby blok A 5, m& maximalni moznou dimenzi (ablok
[b1]A11] minimalni).

Definice 1 Podproblém A2, ~ b; z rozkladu (I0) nazveme core problem v aproxima&nim problému
[b|A] v pFipadé, Ze [b1|A11] m& minimalni dimenzi (a A22 maximalni dimenzi).

Pokusime se core problém nalézt. Necht

A—UEVT—U{ Xé)r 8 ]VT_ZUZ'O'Z'UZT, Y, = diag(oy, ..., 0r)
i—1

je singularni rozklad matice A. Zaved me pomocné znateni U = [U;|Us], kde Uy = (uq,...,u.), Uy =
(ur+1, C ,un), aanalogicky V= [V1|V2], kdeV; = (Ul, ey 'UT), Vo = (UT+1, C ,Um). Plati

c || 2r

Vektory ¢, d mohou obsahovat nulové prvky, pomoci ortogonal nich transformaci se budeme snazit problém
upravit tak, aby tyto vektory obsahovaly maximum nulovych prvki (tim nalezneme core problém). Nejprve
ortogonalni matici Hoo (Householderova reflexe) modifikujeme vektor d tak, ze Hlod = e16, 6 = ||d||.
Podmatici Us v rozkladu (I3) nahradime matici Us Has.

Nyni budeme upravovat vektor ¢ = (y1,...,7,). Uvazuime o, = ... = o; singuléarni Cisla matice A,
jinak fe€eno, o; je singulérni Cislo s nasobnosti j — ¢ + 1, pfiCemz j > . Pomoci ortogonalni matice H ;;
(Householderovareflexe) transformujeme jim odpovidajici podvektor ¢ ;; = (v, .. .,7;) tek, Ze ch,»j =
e1vij, Vi = |lcizll. Oznatme Hyq ortogonélni, blokoveé diagonélni matici, kterda ma na diagonéle matice
H;; (signularnim &isllim s nasobnosti jedna tedy odpovidaji jednotky na diagonale). Touto transformaci
Ziskame na misté vektoru ¢ vektor s maximanim moznym poctem nulovych prvkil. Nalezneme permutaci
P} fadkl matice H [c|X, H11] tak, Ze (lidové feteno) Fadky s nenulovou prvni slozkou sefadime pod
sebe a vsechny Fadky za€ingjici nulou odsuneme dolll. V rozkladu ([I3) nahradime podmatici U; matici
U Hi1 P11 apodmatici Vi matici Vi Hi1 Piy.

V pripadg, ze § # 0, provedemejesté permutaci fadkl P! tak, Ze tento fadek zafadime pfimo pod ostatnimi
fadky s nenulovou prvni slozkou, zZigimé § # 0 tehdy ajen tehdy, je-li plivodni problém nekompatibilni,
tedy kdyz b & R(A). Ziskame tak rozklad
el | 0
=10l 0|0 |, (14

PTh|AQ] = ( PLUHyy Py |UyHo) " ) [bA( [ViHyy Pr1| V5] )
Oy 0 |

kde X, obsahuje pouze vzgemnériiznasignularni ¢isla matice A (ovdem obecné ne véechna), 3 » obsahuje
vSechna ostatni singularni ¢isla matice A, vSechna opakovani singularnich €isel a navic (pro prehlednost
zapisu) obsahuje nulovasingularni ¢isla. Tim jsme problém transformovali na blokovou strukturu ( [10).

Véta 1 Existuje takova ortogonalni transformace (@), tedy takové ortogonalni matice P, ), Ze blok A11,
resp. Ao z rozkladu (I0) ma minimalni, resp. maximalni moZznou dimenzi pfes vSechny ortogonalni trans-
formace vedouci na danou strukturu. Blok A1, neméa Zadné opakujici se a ani nulové singularni Cislo a
blok A5 obsahuje vSechna opakovani singularnich €isel (redundance), vSechna nerelevantni data (sin-
guléarni €isla jimZ odpovidajici levé singularni podprostory jsou ortogonéalni na vektor b) a vSechna nulova
singularni ¢isla.
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Podproblém A;;x1 = by je core problém a je vZdy FeSiteny pomoci AGVL a podproblém Assze ~ () ma
jediné smysluplné feseni x5 = (). ReSeni plvodniho problému je

X
r=0Q [ @1] . (15)
Dikaz véty [T byl z Easti proveden v prechozim textu, podrobngi viz [[4].

Véta 2 Matice A, z véty[Ilje Etvercova matice RP*P, resp. obdéInikova matice RP+1*? tehdy a jen tehdy,
kdyZ vektor b ma pravé p nenulovych projekci do levych singularnich podprostori odpovidajicich rliznym
singularnim &isliim matice A a zaroveri b € R(A), resp. b & R(A).

Véta 3 Podproblém Az, ~ by z rozkladu (I0) je kompatibilni tehdy a jen tehdy, kdy?Z je kompatibilni cely
problém Az =~ b, tedy
be R(A) < by € R(All)

Jinymi slovy: v kompatibilnim pFipadg je matice Ay, € RP>P z véty[Il Etvercova a regularni.
Dikazy obou vét [2,[3 vyplyvaji z textu, z konstrukce rozkladu ([I4), podrobngji opét viz [[4].

7. Nalezeni core problému

Ortogonalni matice P, ) z véty [Il dok&zeme nalézt pfimo, transformaci matice [b| A] na horni bidiagonalni
tvar (Householderovy reflexe, nebo Lanczos-Golub-K ahanova bidiagonalizace). Dlkaz vyuZivajici sin-
gularni rozklady jednotlivych blokd rozkladu ([I0) nalezneme v Elanku [4].

S vyhodou vyuzijeme faktu, Ze bidiagonalizaci provadime postupné. Diky tomu miiZeme proces zastavit
v moment&, kdyZ dojde k oddé eni obou podproblémdl, jinak feceno: blok A 5, nemusi byt bidagonalizovan.
K oddé eni obou podproblémii dojde:

e V kompatibilnim pfipadéd € R(A)
B1 | a1

B2 s
[bl‘Au]: . . ERpoJrl, Oéiﬂi7£07 Z‘Zl.‘.p.
Bp  ap
pokud 8,41 = 0 nebo p = n. Matice A;; je Ctvercova dimenze p, nesingularni. Core problém
Aq1x1 = by je kompatibilni.

e V nekompatibilnim pfipadé b & R(A)
pr| a1

Ba a2 T
bilAn] = IR e grtixpr1 P70, i=1...p,
[1| 11] . ﬂ ﬂp+17é0.

p Qp
ﬂerl

pokud ;11 = 0 nebo p = m. Matice [b1]|A11] je Ctvercova dimenze p + 1, nesingularni. Core
problém A;x1 & by je nekompatibilni.

V obou pfipadech mamatice A;; plny sloupcovy rank amatice [b1|A11] maplny Fadkovy rank.
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8. Shrnuti a zavér

ReZeni plivodniho problému ziskané technikou core problému je obecng shodné s negenerickym fesenim
(sFeSenim pomoci EVHV), za predpokladu ([6) je shodné s FeSenim generickym (pomoci AGVL). Vyhodou
pristupu pomoci core problému je vyuZiti pouze nutnych a postatujicich informaci k FeSeni. Opravnénost
feSeni (I5) core problému ([10), narozdil od Golubova, van Loanovateseni podminéného ([6) a rozsifeného
na negenerické fedeni (8), je snadno nahlédnutelna a vyznam Fedeni ([I5) zcela odpovida nasi intuici.
Celkovy vhled do problematiky prostfednictvim core problému je jasny a zigimy, ¢ehoz neni mozné
doshahnout prostfednictvim AGVL aEVHV.

Cely postup pritom neni slozit&Si nez pristup pomoci AGVL a EVHYV, ba pravé naopak. Abychom zjistili,

zda je spinéna podminka (), potfebujeme spoCitat obé singularni €isla o min(A) a omin([b|A]). Teprve
potom miizeme rozhodnout zda hledat generické nebo negenerické feeni. K nalezeni core problému

potfebujeme provést bidiagonalizaci matice [b]| A], ovdem neliplnou, nebot” blok 422 nemusi byt bidiago-
nalizovan. Core problém pak |ze bezpodminetnéfesit pomoci AGVL. K porovnani sloZitosti obou pFistupli

s staCi uvédomit, Ze bidiagonalizaceje prvni (finitni) ¢asti algoritmu pro vypocet singulérniho rozkladu.

Kolem problematiky linearnich nejmensich Gtvercli feSenych prostfednictvim core problému je fada
dbilezitych, otevienych otazek:

e Jak vytvorit analogickou teorii pro Glohy s vicenasobnou pravou stranou?
e P¥i feSeni ill-posed problémi provadime regularizaci, hledame minimum
min (|| Az — b]| + || Lz]),

kde L je matice urena pro dany problém. V pfipadé, Ze matice L kombinuje feSeni obou pod-
problémill A1, 21 ~ by a Assxs ~ 0, nemiizeme poloZit x5 = 0.

e Celateorie byla odvozenav presné aritmetice. Jak se ovSem bude core problém chovat v aritmetice
s kone€nou presnosti? Jakéa je citlivost a jaké je numerické chovani core problému?

e Neposlednim dulezitym Gkolem je numericky stabilni implementace software pro feSeni Gloh ([I)
pomoci core problému.
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