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Abstrakt

Přı́spěvek stručně pojednává o core problému v úlohách lineárnı́ch nejmenšı́ch čtverců. Velmi zběžně
se podı́váme na klasickou úlohu nejmenšı́ch čtverců a jejı́ řešenı́. Dále se zaměřı́me na řešenı́ úplného
problému nejmenšı́ch čtverců a na komplikace, které mohou při řešenı́ nastat.

Na úplný problém nejmenšı́ch čtverců se podı́váme z poněkud odlišného úhlu, což povede k přirozené
formulaci core problému. Ukážeme souvislost mezi řešenı́m core problému a obvyklým řešenı́m úplného
problému nejmenšı́ch čtverců.

1. Úvod

V mnoha problémech matematických, fyzikálnı́ch i technických potřebujeme řešit soustavy lineárnı́ch al-
gebraických rovnic (k popisu soustav budeme použı́vat obvyklý maticový zápis). Je-li taková soustava
čtvercová a regulárnı́, máme k dispozici řadu metod k jejı́mu řešenı́. Často, napřı́klad ve statistických
aplikacı́ch, se ale setkáváme s obecnějšı́mi soustavami. Matice soustavy může být obecně obdélnı́ková,
hovořı́me o nedourčených a přeurčených soustavách. Matice, at’ už čtvercová nebo obdélnı́ková, nemusı́
mı́t plný soupcový a/nebo řádkový rank. Vektor pravé strany obecně může ale nemusı́ ležet v oboru hodnot
matice, může tedy ležet vně podprostoru generovaného sloupci matice.

Uvažujme tedy obecnou soustavu

Ax ≈ b, A ∈ Rn×m, b ∈ Rn, přičemž r ≡ rank(A) ≤ min {m, n}, m � n (1)

a platı́ bud’ b �∈ R(A) (nekompatibilnı́ systém) nebo b ∈ R(A) (kompatibilnı́ systém), obvykle
předpokládáme b �= ∅, v opačném přı́padě je řešenı́ triviálnı́.

2. Klasické řešenı́, úplný problém nejmenšı́ch čtverců

Za klasická bychom např. mohli označit řešenı́ problému ( 1) pomocı́ soustavy normálnı́ch rovnic a pomocı́
rozšı́řené soustavy rovnic

AT Ax = AT b, respektive
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b
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kde g = Ax − b je reziduum. Obecnou soustavu (1) jsme převedli na soustavu se čtvercovou, za jistých
předpokladů regulárnı́ maticı́, navı́c s vektorem pravé strany ležı́cı́m v oboru hodnot matice soustavy.
Předpokládáme, že takovou soustavu umı́me řešit, viz napřı́klad [ 1]. Řešenı́ takto zı́skané je řešenı́m mini-
malizačnı́ úlohy

Ax = b + g, min
g,x

‖g‖. (2)

Minimalizujeme residuum g, vektor x ⊥ N (A), který nazýváme řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců
minimálnı́ v normě, je jednoznačně určen. Minimalizačnı́ úloha ( 2) se nazývá problém nejmenšı́ch čtverců
– LS.

Při hledánı́ řešenı́ (2) v podstatě hledáme nejmenšı́ možnou modifikaci vektoru b (pravé strany, vektoru po-
zorovánı́, odezvy systému, ...). Připouštı́me tak, že vektor b obsahuje chyby, ale zcela ignorujeme možnost,
že chyby obsahuje i matice A (model). To je jistý nedostatek řešenı́ ( 1) pomocı́ LS.

Chyby může obsahovat vektor b a/nebo matice A, popřı́padě mohou být chyby obsažené v b a v A v nějakém
vztahu. Podrobnějšı́ analýza, viz [5], ukazuje, že významná úloha, jejı́muž řešenı́ se pokusı́me porozumět,
je úplný problém nejmenšı́ch čtverců – TLS,

(A + E)x = b + g, min
g,E,x

‖[g|E]‖F . (3)

V dalšı́m textu budeme tedy předpokládat, že chyby obsahuje celá soustava, celá matice [b|A].

3. Analýza Goluba a van Loana

Pro jednoduchost budeme v této sekci uvažovat ( 1) s maticı́ A, která má plný sloupcový rank, navı́c budeme
předpokládat b �∈ R(A).

Z analýzy Goluba a van Loana [2] vyplývá, že problém (3) lze za výše uvedených předpokladů a za jisté
nı́že uvedené podmı́nky (6) přeformulovat a maticově zapsat

⎡
⎣ b + g| A + E

⎤
⎦[−1

x

]
= ∅. (4)

Vidı́me, že matice [b + g|A + E] má netriviálnı́ nulový prostor (jádro), ve kterém ležı́ vektor s nenulovou
prvnı́ komponentou.

Řešme tedy úlohu (3). Necht’ ekonomický singulárnı́ rozklad matice [b|A] je

[b|A] = UqΣqV
T
q =

q∑
i=1

uiσiv
T
i , přičemž q ≡ rank([b|A]) ≤ min{m + 1, n}.

Obecně platı́ r ≤ q ≤ r + 1, kde r je hodnost matice A, z předpokladů na začátku sekce ovšem vyplývá
r = m < n, q = m + 1 ≤ n, tedy r < q = r + 1. Minimálnı́ perturbace [g|E] matice [b|A] taková,
abychom dostali matici s netriviálnı́m jádrem, je

[g|E] ≡ −uqσqv
T
q , (5)

vektor ležı́cı́ v jádru matice je vq = (ν1, . . . , νm+1)T = (ν1, w
T )T . Za předpokladu (6) je ν1 �= 0, viz [2],

zřejmě platı́ [−1
x

]
≡ − 1

ν1
vq, vektor x ≡ − 1

ν1
w

je řešenı́m minimalizačnı́ úlohy (3), nazýváme ho řešenı́ ve smyslu TLS, výše popsaný postup je algoritmem
Goluba a van Loana – AGVL. Toto řešenı́ můžeme také nazývat, zejména v kontextu dalšı́ sekce, generick é
řešenı́.
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Obtı́že nastanou pokud ν1 = 0, vektorově eT
1 vq = 0. Minimálnı́ petrurbace (5) snižujı́cı́ hodnost matice

[b|A] sice lze sestrojit, ale řešenı́ úlohy (3) neexistuje, mı́sto minima existuje pouze infimum. Lze ukázat,
že pro některá A, b ztrácı́ formulace (3) problému TLS zcela smysl, viz přı́klad v [2, str. 884].

Ona “jistá podmı́nka”, za které lze problém (3) přeformulovat v (4), která zajistı́ ν1 �= 0, je

σr ≡ σmin(A) > σmin([b|A]) ≡ σq. (6)

Je-li (6) splněna, formulace úlohy (3) má vždy smysl a problém lze řešit pomocı́ AGVL. Bohužel tato
podmı́nka je pouze podmı́nkou postačujı́cı́, nikoliv podmı́nkou nutnou!

4. Negenerické řešenı́

Sabine Van Huffel a Joos Vandewalle [3] navazujı́ na předchozı́ analýzu, ale zavádějı́ kvalitativně odlišné
řešenı́ aproximačnı́ho problému (1). Toto řešenı́ je v jistém smyslu zobecněnı́m řešenı́ TLS problému ( 3).

Tentokrát ovšem budeme vycházet ze zápisu (4) (uvažujeme zcela obecný problém (1)). Chceme zı́skat
nejmenšı́ petrubaci [g|E] takovou, aby byla splněna rovnost ( 4), hledáme matici, v jejı́mž jádru ležı́ vektor
s nenulovou prvnı́ komponentou. Nejmenšı́ taková petrubace [g|E] je zřejmě

[g|E] ≡ −usσsv
T
s , vs =

[µ1

z

]
, (7)

kde σs je nejmenšı́ singulárnı́ čı́slo takové, že µ1 �= 0. Řešenı́

x ≡ − 1
µ1

z

nazýváme negenerické řešenı́ TLS, postup nazýváme rozšı́řenı́m Van Huffel a Vandewalle – EVHV.

Negenerické řešnı́ TLS odpovı́dá řešenı́ původnı́ minimalizačnı́ úlohy ( 3) s rozšiřujı́cı́ podmı́nkou

(A + E)x = b + g, min
g,E,x

‖[g|E]‖F ∧ [g|E][vs+1, . . . , vq] = ∅. (8)

Negenerické řešenı́ vždy existuje (pro libovolná A, b z ( 1)) a v přı́padě, že je splněna podmı́nka (6),
je identické s řešenı́m nalezeným pomocı́ AGVL, podrobněji viz [ 3]. Toto řešenı́ je tedy zobecněnı́m
(rozšı́řenı́m) generického řešenı́ na data nesplňujı́cı́ podmı́nku ( 6). Ve skutečnosti však hledáme negen-
erické řešenı́ minimálnı́ v normě, viz [3], zde to pro jednoduchost vynecháváme.

5. Odlišný úhel pohledu

Uvažujme aproximačnı́ problém (1) a ortogonálnı́ matice P , Q odpovı́dajı́cı́ch rozměrů. Transformovaný
problém

Ãx̃ ≡ [
P T AQ

] [
QT x

] ≈ [
PT b

] ≡ b̃, P−1 = PT , Q−1 = QT (9)

má, až na transformaci x = Qx̃, stejné generické, resp. negenerické řešenı́ jako problém původnı́ (nebot’
Frobeniova norma i singulárnı́ rozklad jsou ortogonálně invariantnı́). Předpokládejme, že transformovaný
problém má následujı́cı́ strukturu

PT [b|AQ] = [b̃|Ã] =
[

b1 A11 ∅
∅ ∅ A22

]
. (10)

Původnı́ problém [b|A] se rozpadl na dva podproblémy [b 1|A11] a [∅|A22], z nichž druhý má zřejmě jediné
smysluplné řešenı́ x2 = ∅. Intuice napovı́, že řešenı́ původnı́ho problému je bezpodmı́nečně

x = Q

[
x1

x2

]
= Q

[x1

∅
]
, (11)
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kde x1 je řešenı́ prvnı́ho podproblému. Bez újmy na obecnosti, jak uvidı́me později, můžeme předpokládat,
že prvnı́ podproblém A11x1 ≈ b1 vyhovuje (6) (je řešitelný pomocı́ AGVL a x1 je jeho generickým
řešenı́m).

Abychom nahlédli, kde se skrývá obtı́ž při řešenı́ problému pomocı́ AGVL, budeme předpokládat

σq = σmin(A22) < σmin([b1|A11]),

intuitivnı́ řešenı́ (11) se tı́m nijak nezměnı́. Pokusme se celý problém vyřešit pomocı́ AGVL (hned si
všimněme, že nenı́ splněna (ovšem postačujı́cı́, ne nutná) podmı́nka ( 6)). Platı́ následujı́cı́ rovnost

[
b1 A11 −r1θ

−1vT
q

∅ ∅ A22 − uqσqv
T
q

] [−1
x̃

]
= ∅, kde x̃ =

[
z

vqθ

]
a x = Q

[
z

vqθ

]
, (12)

přičemž uq, vq jsou levý, resp. pravý singulárnı́ vektor odpovı́dajı́cı́ singulárnı́mu čı́slu σ q ze singulárnı́ho
rozkladu bloku A22, z je libovolně zvolený vektor a r1 ≡ A11z − b1, θ > 0 je kladné čı́slo. Perturbace
[g|E] původnı́ho systému [b|A] tak je

[g|E] = P

[ ∅ ∅ −r1θ
−1vT

q

∅ ∅ −uqσqv
T
q

] [
1 ∅
∅ QT

]
.

Pokud se pokusı́me nalézt minimálnı́ perturbaci, narazı́me na problém. Zřejmě pro θ → +∞

‖[g|E]‖F =
√
‖r1‖2θ−2 + σT

q −→ σq = σmin(A22)

a zároveň

‖x‖ = ‖x̃‖ =
∥∥∥∥
[

z

vqθ

]∥∥∥∥ −→ +∞.

Minimum tedy neexistuje, existje pouze infimum. Narazili jsme právě na přı́pad, kdy formulace ( 3) TLS
problému zcela postrádá smyslu (ostatně snadno nahlédneme, že pravý singulárnı́ vektor odpovı́dajı́cı́ σ q

v rozkladu matice [b̃|Ã] musı́ mı́t prvnı́ složku nulovou). Řešenı́ (3) v tomto přı́padě neexistuje, a tak ani x
řešı́cı́ (12) nemůže být ani vzdálenou aproximacı́ řešenı́ ( 3). Nedosti na tom, x řešı́cı́ (12) je, krom libovolně
zvolených komponent z a θ, tvořeno pravým singulárnı́m vektorem bloku A 22, který jsme v intuitivnı́m
přı́stupu celý zanedbali.

Důležité je následujı́cı́ pozorovánı́, jež nám bude motivacı́ při formulovánı́ core problému:

• Pokud se nám původnı́ problém podařı́ transformovat na ( 10) a řešenı́ budeme hledat ve tvaru (11),
zcela potlačı́me vliv dat obsažených v bloku A22. Jinými slovy: z problému odfiltrujeme komponenty
souvisejı́cı́ se singulárnı́mi čı́sly σi(A22) bloku A22.

Tento blok nenı́ při intuitivnı́m přı́stupu vůbec nutný k řešenı́ problému, informace v něm obsažené
jsou zcela irelevantnı́ a s řešenı́m problému, tedy i s problémem samotným, vůbec nesouvisı́.

• Řešı́me-li původnı́ problém pomocı́ EVHV dospějeme k řešenı́ shodnému s intuitivnı́m řešenı́m ( 11)
(všechny pravé singulárnı́ vektory z rozkladu matice [ b̃|Ã] odpovı́dajı́cı́ singulárnı́m čı́slům bloku
A22 majı́ zřejmě nulovou prvnı́ složku). Pomocı́ EVHV odfiltrujeme část informace obsažené v bloku
A22, ovšem odfiltrujeme pouze ta data, která souvisejı́ se singulárnı́my čı́sly σ i(A22) < σs (tedy pro
i > s), viz (8).

6. Core problem

Vhodné by bylo pro řešenı́ (1) využı́t pouze informace nutné a postačujı́cı́ k řešenı́. Našı́ snahou bude
odfiltrovat veškerou informaci, která s problémem nesouvisı́ a na jeho řešenı́ nemá vliv. V dalšı́m textu
budeme předpokládat AT b �= 0, tj. vektor pravé strany nenı́ ortogonálnı́ na podprostor generovaný sloupci
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matice A (v opačném přı́padě existuje pouze negenerické řešenı́ a je triviálnı́ x = ∅, přičemž [g|E] =
[−b|∅]; předpoklad přirozeně zahrnuje i přı́pad, kdy b je identicky nulový vektor).

Budeme hledat ortogonálnı́ matice P , P −1 = PT , Q, Q−1 = QT transformujı́cı́ původnı́ problém na
problém se strukturou (10), navı́c budeme požadovat aby blok A22 měl maximálnı́ možnou dimenzi (a blok
[b1|A11] minimálnı́).

Definice 1 Podproblém A11x1 ≈ b1 z rozkladu (10) nazveme core problem v aproximačnı́m problému
[b|A] v přı́padě, že [b1|A11] má minimálnı́ dimenzi (a A22 maximálnı́ dimenzi).

Pokusı́me se core problém nalézt. Necht’

A = UΣV T = U

[
Σr ∅
∅ ∅

]
V T =

r∑
i=1

uiσiv
T
i , Σr = diag(σ1, . . . , σr)

je singulárnı́ rozklad matice A. Zaved’me pomocné značenı́ U = [U1|U2], kde U1 = (u1, . . . , ur), U2 =
(ur+1, . . . , un), a analogicky V = [V1|V2], kde V1 = (v1, . . . , vr), V2 = (vr+1, . . . , vm). Platı́

UT [b|AV ] =
[

c Σr ∅
d ∅ ∅

]
. (13)

Vektory c, d mohou obsahovat nulové prvky, pomocı́ ortogonálnı́ch transformacı́ se budeme snažit problém
upravit tak, aby tyto vektory obsahovaly maximum nulových prvků (tı́m nalezneme core problém). Nejprve
ortogonálnı́ maticı́ H22 (Householderova reflexe) modifikujeme vektor d tak, že H T

22d = e1δ, δ = ‖d‖.
Podmatici U2 v rozkladu (13) nahradı́me maticı́ U2H22.

Nynı́ budeme upravovat vektor c = (γ1, . . . , γr). Uvažujme σi = . . . = σj singulárnı́ čı́sla matice A,
jinak řečeno, σi je singulárnı́ čı́slo s násobnostı́ j − i + 1, přičemž j ≥ i. Pomocı́ ortogonálnı́ matice H ij

(Householderova reflexe) transformujeme jim odpovı́dajı́cı́ podvektor c ij = (γi, . . . , γj) tak, že HT
ijcij =

e1γij , γij = ‖cij‖. Označme H11 ortogonálnı́, blokově diagonálnı́ matici, která má na diagonále matice
Hij (signulárnı́m čı́slům s násobnostı́ jedna tedy odpovı́dajı́ jednotky na diagonále). Touto transformacı́
zı́skáme na mı́stě vektoru c vektor s maximálnı́m možným počtem nulových prvků. Nalezneme permutaci
PT

11 řádků matice HT
11[c|ΣrH11] tak, že (lidově řečeno) řádky s nenulovou prvnı́ složkou seřadı́me pod

sebe a všechny řádky začı́najı́cı́ nulou odsuneme dolů. V rozkladu ( 13) nahradı́me podmatici U1 maticı́
U1H11P11 a podmatici V1 maticı́ V1H11P11.

V přı́padě, že δ �= 0, provedeme ještě permutaci řádků P T
0 tak, že tento řádek zařadı́me přı́mo pod ostatnı́mi

řádky s nenulovou prvnı́ složkou, zřejmě δ �= 0 tehdy a jen tehdy, je-li původnı́ problém nekompatibilnı́,
tedy když b �∈ R(A). Zı́skáme tak rozklad

PT [b|AQ] ≡
⎛
⎝ PT

0 [U1H11P11|U2H22]T

⎞
⎠

⎡
⎣b|A

⎛
⎝ [V1H11P11|V2]

⎞
⎠

⎤
⎦ =

⎡
⎣ c̃ Σ1 ∅

δ ∅ ∅
∅ ∅ Σ2

⎤
⎦ , (14)

kde Σ1 obsahuje pouze vzájemně různá signulárnı́ čı́sla matice A (ovšem obecně ne všechna), Σ 2 obsahuje
všechna ostatnı́ singulárnı́ čı́sla matice A, všechna opakovánı́ singulárnı́ch čı́sel a navı́c (pro přehlednost
zápisu) obsahuje nulová singulárnı́ čı́sla. Tı́m jsme problém transformovali na blokovou strukturu ( 10).

Věta 1 Existuje taková ortogonálnı́ transformace (9), tedy takové ortogonálnı́ matice P , Q, že blok A11,
resp. A22 z rozkladu (10) má minimálnı́, resp. maximálnı́ možnou dimenzi přes všechny ortogonálnı́ trans-
formace vedoucı́ na danou strukturu. Blok A11 nemá žádné opakujı́cı́ se a ani nulové singulárnı́ čı́slo a
blok A22 obsahuje všechna opakovánı́ singulárnı́ch čı́sel (redundance), všechna nerelevantn ı́ data (sin-
gulárnı́ čı́sla jı́mž odpovı́dajı́cı́ levé singulárnı́ podprostory jsou ortogonálnı́ na vektor b) a všechna nulová
singulárnı́ čı́sla.
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Podproblém A11x1 ≈ b1 je core problém a je vždy řešitelný pomocı́ AGVL a podproblém A22x2 ≈ ∅ má
jediné smysluplné řešenı́ x2 = ∅. Řešenı́ původnı́ho problému je

x = Q
[x1

∅
]
. (15)

Důkaz věty 1 byl z části proveden v přechozı́m textu, podrobněji viz [ 4].

Věta 2 Matice A11 z věty 1 je čtvercová matice Rp×p, resp. obdélnı́ková matice Rp+1×p tehdy a jen tehdy,
když vektor b má právě p nenulových projekcı́ do levých singulárnı́ch podprostorů odpovı́dajı́cı́ch různým
singulárnı́m čı́slům matice A a zároveň b ∈ R(A), resp. b �∈ R(A).

Věta 3 Podproblém A11x1 ≈ b1 z rozkladu (10) je kompatibilnı́ tehdy a jen tehdy, když je kompatibilnı́ celý
problém Ax ≈ b, tedy

b ∈ R(A) ⇐⇒ b1 ∈ R(A11).

Jinými slovy: v kompatibilnı́m přı́padě je matice A11 ∈ Rp×p z věty 1 čtvercová a regulárnı́.

Důkazy obou vět 2, 3 vyplývajı́ z textu, z konstrukce rozkladu (14), podrobněji opět viz [4].

7. Nalezenı́ core problému

Ortogonálnı́ matice P , Q z věty 1 dokážeme nalézt přı́mo, transformacı́ matice [b|A] na hornı́ bidiagonálnı́
tvar (Householderovy reflexe, nebo Lanczos-Golub-Kahanova bidiagonalizace). Důkaz využı́vajı́cı́ sin-
gulárnı́ rozklady jednotlivých bloků rozkladu ( 10) nalezneme v článku [4].

S výhodou využijeme faktu, že bidiagonalizaci provádı́me postupně. Dı́ky tomu můžeme proces zastavit
v momentě, když dojde k oddělenı́ obou podproblémů, jinak řečeno: blok A 22 nemusı́ být bidagonalizován.
K oddělenı́ obou podproblémů dojde:

• V kompatibilnı́m přı́padě b ∈ R(A)

[b1|A11] =

⎡
⎢⎢⎢⎣

β1 α1

β2 α2

. . .
. . .
βp αp

⎤
⎥⎥⎥⎦ ∈ Rp×p+1, αiβi �= 0, i = 1 . . . p.

pokud βp+1 = 0 nebo p = n. Matice A11 je čtvercová dimenze p, nesingulárnı́. Core problém
A11x1 = b1 je kompatibilnı́.

• V nekompatibilnı́m přı́padě b �∈ R(A)

[b1|A11] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1 α1

β2 α2

. . .
. . .
βp αp

βp+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Rp+1×p+1,

αiβi �= 0, i = 1 . . . p,
βp+1 �= 0.

pokud αp+1 = 0 nebo p = m. Matice [b1|A11] je čtvercová dimenze p + 1, nesingulárnı́. Core
problém A11x1 ≈ b1 je nekompatibilnı́.

V obou přı́padech má matice A11 plný sloupcový rank a matice [b1|A11] má plný řádkový rank.
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8. Shrnutı́ a závěr

Řešenı́ původnı́ho problému zı́skané technikou core problému je obecně shodné s negenerickým řešenı́m
(s řešenı́m pomocı́ EVHV), za předpokladu (6) je shodné s řešenı́m generickým (pomocı́ AGVL). Výhodou
přı́stupu pomocı́ core problému je využitı́ pouze nutných a postačujı́cı́ch informacı́ k řešenı́. Oprávněnost
řešenı́ (15) core problému (10), narozdı́l od Golubova, van Loanova řešenı́ podmı́něného ( 6) a rozšı́řeného
na negenerické řešenı́ (8), je snadno nahlédnutelná a význam řešenı́ ( 15) zcela odpovı́dá našı́ intuici.
Celkový vhled do problematiky prostřednictvı́m core problému je jasný a zřejmý, čehož nenı́ možné
dosháhnout prostřednictvı́m AGVL a EVHV.

Celý postup přitom nenı́ složitějšı́ než přı́stup pomocı́ AGVL a EVHV, ba právě naopak. Abychom zjistili,
zda je splněna podmı́nka (6), potřebujeme spočı́tat obě singulárnı́ čı́sla σmin(A) a σmin([b|A]). Teprve
potom můžeme rozhodnout zda hledat generické nebo negenerické řešenı́. K nalezenı́ core problému
potřebujeme provést bidiagonalizaci matice [b|A], ovšem neúplnou, nebot’ blok A22 nemusı́ být bidiago-
nalizován. Core problém pak lze bezpodmı́nečně řešit pomocı́ AGVL. K porovnánı́ složitostı́ obou přı́stupů
si stačı́ uvědomit, že bidiagonalizace je prvnı́ (finitnı́) částı́ algoritmu pro výpočet singulárnı́ho rozkladu.

Kolem problematiky lineárnı́ch nejmenšı́ch čtverců řešených prostřednictvı́m core problému je řada
důležitých, otevřených otázek:

• Jak vytvořit analogickou teorii pro úlohy s vı́cenásobnou pravou stranou?

• Při řešenı́ ill-posed problémů provádı́me regularizaci, hledáme minimum

min (‖Ax − b‖ + ‖Lx‖),

kde L je matice určená pro daný problém. V přı́padě, že matice L kombinuje řešenı́ obou pod-
problémů A11x1 ≈ b1 a A22x2 ≈ ∅, nemůžeme položit x2 = ∅.

• Celá teorie byla odvozena v přesné aritmetice. Jak se ovšem bude core problém chovat v aritmetice
s konečnou přesnostı́? Jaká je citlivost a jaké je numerické chovánı́ core problému?

• Neposlednı́m důležitým úkolem je numericky stabilnı́ implementace software pro řešenı́ úloh ( 1)
pomocı́ core problému.
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