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��� �������	

-�	�
��� � .����/ ����
)
A ∈ Rn×m, r = rank (A) ≤ min {n, m} .

A #��

m �����	� �0 ��	��# n �

n ��1� �0 ��	�#� m �

r 
� �#� ��)
��� 	����� �0 �
	����� 
	����	��	�

�����	� �	� ��1� �0 A �

!



*#��� �)
��� � ��������
�
�	 �0 A 
	 �#� 0���

A = U ΣV T , U ∈ Rn×n, V ∈ Rm×m,

1#��� U � V ��� ���#���	�� ����
����

Σ =

[
Σr 0
0 0

]
∈ Rn×m,

Σr = diag (σ1, . . . , σr) ∈ Rr×r,

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 .

$



�
����� ���� ��������
�
�� � ��� ����
���	

A U � V
T

'



{ui} i=1,...,n ��� ���� �
����� ������� .�����	� �0 U/�

{vi} i=1,...,m ��� �
��� �
����� ������� .�����	� �0 V /�

{σi} i=1,...,r ��� �
����� ����� �0 A�

"� ��	 �� �#�1	 �#��

span (u1, . . . , ur) ≡ range (A) ⊂ Rn,

span (vr+1, . . . , vm) ≡ ker (A) ⊂ Rm,

span (v1, . . . , vr) ≡ range (AT ) ⊂ Rm,

span (ur+1, . . . , un) ≡ ker (AT ) ⊂ Rn.

�
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v1

v2

...

vr

u1

u2

...

ur

vr+1

...

vm

ur+1

...

un
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�2

�r }
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0
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range( )A

ker( )A
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ker( )A

range( )A
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R
n

R
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*#� �
	����� ������ σi �	� �#� ����
) Σ ��� 0�� � �
��	 A �	
3���

*#� ���#���	�� 0������ U � V ��� �	
3�� �� �� ����
��
���
�	

�� ����45�
���	�� ���#���	�� ����
��� W �	� T �

W = blockdiag (R1, . . . , Rl, W̃ ) ∈ Rn×n,

T = blockdiag (R1, . . . , Rl, T̃ ) ∈ Rm×m,

1#��� l 
� �#� 	����� �0 �
��
��� �
����� ������

�
&� �0 Ri 
� �
��	 �� �#� ����
��
�
�� �0 σi � i = 1, . . . , l �

�
&� �0 W̃ �	� T̃ 
� �#� �
��	�
�	 �0 ker (AT ) �	� ker (A) �������
�����
6
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A U � V
T

�i I
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��� ���� ������ �����
�� ����	

8�
	� 	����
�	�

U ≡ [Ur|Un−r] , Ur = [u1, . . . , ur] ,

V ≡ [Vr|Vm−r] , Vr = [v1, . . . , vr] ,

1� ��	 ��1�
�� A �� � ��� �0 ��	45�	� ����
��� 
	 �#� ����
� ����

A = U ΣV T = Ur Σr V T
r =

r∑
i=1

uiσiv
T
i ≡

r∑
i=1

Ai .

��
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� A �� � �� �� ��� !��� ����
���	

A

A1

A2

Ar -1

Ar

...

+

+

+

+

i = 1

r

� AiA =

��



"��
��� ������
���
�� �� A #
�� � ��� !k ����
� Sk	

*#� ��� �0 �#� 9��� k ����
� ����� 
� �#� ���� ��	45k �����)
���
�	

�0 �#� ����
) A �

Sk = arg min
X∈Rn×m

{‖A − X‖2 , rank (X) ≤ k} =
k∑

i=1
uiσiv

T
i ,


	 �#� ��	�� �0 �
	
�
&
	� �#� �5	��� �0 �#� �����)
���
�	 ������

�� ������� �#� ���
	��
	� 
	0�����
�	 �	����� 
	 � ����
)� *#
�

����1� �� ����)
���� A� �	��� ���� �
�������	���� 1
�# � ��15��	4

����
)�
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Singular values of the BCSPWR06 matrix (from Matrix Market).
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Singular values of the ZENIOS matrix (from Matrix Market).
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 ������ ��
������ ������� ����
 	��

:� ��	�
��� � �3���� 	�	�
	����� ����
) A ∈ Rn×n�

1
�# 
�� �� A = U ΣV T � Σ = diag (σ1, . . . , σn)�

*#� 
	����� ����
) ��	 �� �)������� ��

A−1 = V Σ−1UT =
n∑

i=1
viσ

−1
i uT

i , Σ−1 = diag (σ−1
1 , . . . , σ−1

n ) .

:
�# �� �0 �#� �
��	 	�	�
	����� ����
) A� 1� ��	 ���
�� �������

�#� �����
�	 �0 � �
	��� �������
� ������ Ax = b�

x = A−1b =
n∑

i=1

(
uT

i b

σi

)
vi .

�$



>�� A �����	�����

Σ† ≡
[
Σ−1r 0
0 0

]
∈ Rm×n, A† ≡ V Σ†UT ∈ Rm×n.

*#� ����
) A† 
� ������ �#� �����!%������ �����
�������

"� 
� �#� �	
3�� �����
�	 �� �#� �������

A† = arg min
X∈Rm×n

{‖AX − In‖F} .

*#� ����
) A† ���
�0�

A A† =
[

Ir 0
0 0

]
∈ Rn×n, A† A =

[
Ir 0
0 0

]
∈ Rm×m.

�'



8�
	� �� � 1� ��	 ����� � ��	���� .����5 �� �	���������
	��/ �
	���

������ Ax ≈ b 
� ��� ����� ����� �����

xLS = A†b =
r∑

i=1

(
uT

i b

σi

)
vi ,

1#��� xLS 
� �#� �
�
�� ���� ����� ������ ����
��

xLS = arg minx {‖b − Ax‖2 , x⊥ ker (A)} ,


� ��� xLS #�� �#� �������� �5	��� �0 ��� ������� x �#��

��4� ‖b − Ax‖2 �
	
����

*#� �����
�	 
� �)������� �� �#� �
���� ����
���
�� �� ��� �
���

�
����� ������� vi� 1�
�#��� �� �#� ���?���
�	� �0 �#� b �� �#� ��0�

�
	����� ���������� �
�
��� �� �#� ��������	�
	� �
	����� ������ σi �
��



�� ������������ �� ��� ���
� ���������


"� �)
��� �	 �	4	�1	 ���
���� X .h �
)��� #
�#� w �
)��� 1
��/� 1�

#��� �	�� 
�� ������� 
���� B .���� �
&�/� �	� 1� �������	� �#���


����� �� ����
��� X, B ∈ Rh×w�

+�� �#� �����
	� �������� 
� �
	��� �	� 
	����	��	� 
	 �����	� �	�

��1�� *#�	 
� ��	 �� �����
��� �� �#� ����
) �3���
�	

AC X AT
R = B,

1#��� AC ∈ Rh×h 
� �#� �����	 �����
	� 0������

AR ∈ Rw×w 
� �#� ��1 �����
	� 0������

"	 �����
�� ��������� �#�� ��
�� 0��� �#� ��������	�
	�

���� 
���
	� ��������

�2
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���!���� �
�� B�	

right−hand side B

50 100 150 200 250 300

50

100

150

200

250

�6



*#� ����
) �3���
�	 ACXAT
R = B ��	 �� ��1�
���	 
	 �#� �����	

.�
	��� ������/ 0���

A x = b ,

1#���

A = AR ⊗ AC , A ∈ Rhw×hw ,

�	�

x = vec (X) , b = vec (B) , x , b ∈ Rhw ,

������ ⊗ ��	���� �#� '����� �� �������

������� x �	� b ����� �#� ����
��� X� �������
���� B�

�����	 �� �����	�

�7



'����� �� ������ A = AR ⊗ AC	

AR =

AC = A A A= =R C

aR,11 AC aR,12 AC

aR,21 AC aR,22 AC
[ ]= =

��



(
���!���� �
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�� B → b = vec (B)	

b =B b b b= [ , ,..., ]1 2 w

[ ]
b

b

b

1

2

...
w

��



� ��
�� ����
��

x naive = A−1b =
hw∑
i=1

(
uT

i b

σi

)
vi

���� 	�� �
�� �#� ��
�
	�� 
���� .���
����/� :#�@

*#� �
�#�5#�	� �
�� b .B/ ��	��
	� 	�
��� 
� ��	 �� ���
� ��

b = b exact + b noise ,

�	� �#���0���

x naive = A−1b = x exact + A−1b noise ,

1#��� �0��	

‖x exact‖ � ‖A−1b noise‖ .

��



��� ��
�� ����
�� x naive = A−1b ��������� �� ��� ��
�
��� �
)��	

naive solution
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������ %
���� ����
�
��	

"0 �#� 
���� �������
�	 
� ��9	��� �#� �������� �
	����� ������ �0 A

�������# &����

-�	�
	��� �
���� ��	�
�
�	 ����A 1
�# 
	�����
	� i� �#� ���?���
�	� uT
i b

����� 0����� �#�	 �#� �
	����� ������ σi � ()�����
�	

lim
h, w→∞

⎧⎨
⎩

hw∑
i=1

(
uT

i b exact

σi

)
vi

⎫⎬
⎭

�������	�� 
	 �#� �
�
� � ���� ��	�
	��� 
����� �	� �#���0���

lim
i→∞

(
uT

i b exact

σi

)
= 0 .

�$



*� ��� ��
�� 
� ������+

��
�� ���� ��� ���� 
� ���� ���,� ���
��� ��� %
���� ����
�
��-

"� ���	�� �#�� �#� ���

x naive = A−1b =
hw∑
i=1

(
uT

i b

σi

)
vi

#�� �#� 1�	���� 1��� ���	��� ���� x exact � �	� �#� �	1�	���� ��	��5

��� 
	B��	���� 
	 �#� �
�
� ����
��� �	���	��� ���� A−1b noise �

*#� ���
	��
�	 �0 �#� ����	� ����
‖x exact‖ � ‖A−1b noise‖


� �#� ��	��3��	�� �0 �
����
	� �#� �
���� ��	�
�
�	�

�'



�
����� ����� σi �� A ��� ���.���
��� uT
i b	
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Singular values and corresponding projections to the left singular subspaces
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�� ��
����������� �����

�������� ��� ������
)�� ����
�� 
� �
��	 ��

xk = S
†
kb =

k∑
i=1

(
uT

i b

σi

)
vi ,

1#��� Sk 
� 0�� �#� �
��	 k �#� ���� ��	45k �����)
���
�	 �0 A�

�	 ���
��� k ����	�� �	 �#� ����
) �������
�� �	� �	 �#� 	�
�� ������

*#� ����
� �� 0��� �0 A 
� ���	����� �0��� �#� 9��� k ������

1#
�# ����� �� �#� �
	
��� 	��� ����� �3����� �����
�	

0�� �#� ���
9�� ��������

�2
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TSVD solution, k = 2983
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*#� ���� 1
���� ���� ���#�� 
� �
 ����� ������
)��
���

*#� *
4#�	�� �����
�	 
� �
��	 �� �#� �
	
�
&��
�	 �������

xλ = arg minx {‖b − Ax‖22 + λ2 ‖x‖22} ,

��� �3�
����	���� �� ����
	� �#� ����� �3����� �������

[
A
λI

]
x ≈

[
b
0

]
,

0�� � �
��	 ��������� λ > 0 .����	�
	� �	 �#� 	�
��/�

:� 1
�� ��� �#� *
4#�	�� �������
&�� �����
�	 �0 �#� �
��	 �)�����

�� �#� �	� �0 �#
� �����	���
�	�

�7
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�� �� ��� �������� /����
��	

*��	����� �� �	� *
4#�	�� �������
&��
�	 ����	� �� � 1
�� �����

�0 �������
&��
�	 ���#���� ������ �������� 9����
	��

*#��� ���#��� ��	����� �����
�	 
	 �#� 0���

x filt =
hw∑
i=1

φ(i)

(
uT

i b

σi

)
vi ,

1#��� φ(i) 
� ���� /���� ����
���

!�



���� /���� ����
��	

φTSVD(i) =

{
1 
0 i ≤ k

0 
0 i > k

}

0�� �#� �
��	 k .

�
 ����� /���� ����
��	
φTikhonov(i) =

σ2i
σ2i + λ2

0�� �#� �
��	 λ .

<0 ������� �#� 	�
�� �����
�	 ��	 �� �)������� �� �#� 9������ �����
�	

1
�# �#� 9���� 0�	��
�	 φ naive(i) = 1�

!�



0������	 �����
�	 ���#��
	�

��� �0 �#� �����5��	�
�	�� �����
�	� x .	�
�� �� �������
&��/ �����5

��	� 
	 0��� 
������ ������ ������ �#�� x 
� � �
	��� ����
	��
�	� �0

�#� �
�#� �
	����� ������� vi �

"0 1� ���#��� x ∈ Rhw 
	�� �#� ��
�
	�� 0���� X ∈ Rh×w�

1� ��	 ��1�
�� �#� �)�����
�	 0�� 9������ �����
�	

X filt =
hw∑
i=1

φ(i)

(
uT

i b

σi

)
Vi ,

1#���

Vi ∈ Rh×w ��� �����#
	� �
4� D���� 
�����E�

!�
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�� ������
�� x = vec (X) → X	

x = X x x x= [ , ,..., ]1 2 w

[ ]
x

x

x

1

2

...

w
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1�� ���#	

• ����� ���� ���	 B

• ����	 ������� x naive

• ������� ���	� �� A ��� ����	������ uT

i b


• ���� ��	� ��� ������� Xk�
• �������� ��	� ��� ������� Xλ

2�� ���#	

• ���	 ����	� Vi


• �����	����	 ���� ������� Xi
 i = 1, . . . , hw�
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