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Stochastická matice B typu N × N : B ≥ 0, eT B = eT .

Hledáme vektor stacionárnı́ho rozdělenı́ pravděpodobnosti x̂ matice B (Perronův - Frobeniův

vektor),

Bx̂ = x̂.

Perronova - Frobeniova věta. Existence a jednoznačnost x̂ pro B ireducibilnı́.

Např. mocninná metoda pro ireducibilnı́ a necyklickou matici B,

x̂ = lim
k→∞

Bky.
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Základnı́ ozna čenı́

n je počet agregačnı́ch skupin (Gi),

G1, . . . , Gn jsou disjunktnı́ množiny indexů, ∪n
i=1Gi = {1, . . . , N},

I je jednotková matice a e je vektor jedniček,

R je matice redukce typu n × N , Rij = 1 pro j ∈ Gi a 0 jinak,

S(x) je matice prolongace typu N × n, Sji(x) = xj/
∑

k∈Gi
xk pro j ∈ Gi a 0 jinak,

P (x) je projekce P (x) = S(x)R
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Obecn á itera čnı́ agrega čnı́ - deagrega čnı́ (IAD) metoda . Opakujı́ se kroky 2 - 5:

1 Zvolı́ se počátečnı́ aproximace x0 > 0, ||x0||1 = 1, a matice základnı́ iterace T ;

k := 0.

2 Vyřešı́ se RBS(xk)z = z.

3 Prodlouženı́ z na yk = S(xk)z.

4 Korekce základnı́ iteracı́ xk+1 = Tyk .

5 Test konvergence, k := k + 1.

Základnı́ iterace v kroku 4 může odpovı́dat např. mocninné metodě, blokové Jacobiově nebo

Gaussově-Seidelově metodě, atd.

Jako základnı́ iterace použı́váme násobenı́ maticı́ p(B), kde p je polynom, p(1) = 1.

Takovou IAD metodu nazveme Algoritmus 1.
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Známé výsledky

Stewart (94) - odhad faktoru konvergence pro téměř úplně rozložitelné matice, kvantitativnı́

odhady při splněnı́ 4 podmı́nek (matice i řešenı́) a ǫ → 0.

Mandel, Sekerka (83) - Odhad asymptotického faktoru konvergence pro matici B s pozitivnı́m

řádkem.

Courtois, Semal (86) - Konvergence pro cyklickou iteračnı́ matici blokové Jacobiovy metody

M−1W , I − B = M − W , je-li prováděna agregace. Otázka četnosti agregačnı́ho kroku.

Marek, Mayer (98 a 03) - Odvozenı́ tvaru chybové matice. Poprvé uvedena tzv. rychlá konver-

gence.

Ipsen, Kirkland (04) - Speciálnı́ volba agregačnı́ch skupin. Studium konvergence na základě

jiné formulace algoritmu a použitı́ stochastického doplňku.
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Lok álnı́ konvergence

Chyba se řı́dı́ vztahem

xk+1 − x̂ = J(xk)(xk − x̂),

kde

J(x) = T (I − P (x)Z)−1(I − P (x)),

kde Z je dáno spektrálnı́m rozkladem matice B,

B = P + Z, P 2 = P, PZ = ZP = 0,

P je Perronova-Frobeniova projekce přı́slušná B.

Studiem J(x̂) lze najı́t některé postačujı́cı́ podmı́nky pro lokálnı́ konvergenci.

Rekurentnı́ formule pro J(x), je-li T = B,

J(x) = B(I − P (x)) + BP (x)J(x).
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Věta 1. Je-li p(t) = αt + (1− α) a α ∈ (0, 1〉, pak jediným pevným bodem Algoritmu 1 je

přesné řešenı́ x̂.

Věta 2. Je-li p(t) = αt + (1 − α) a α ∈ (0, 1), pak Algoritmus 1 konverguje lokálně pro

každou ireducibilnı́ stochastickou matici B k přesnému řešenı́.

Věta 3. Je-li p(t) = t a základnı́ iterace je doplněna krokem

xk+1 := αxk+1 + (1 − α)xk,

α ∈ (0, 1), pak Algoritmus 1 konverguje lokálně pro každou ireduciblinı́ stochastickou

matici B k přesnému řešenı́ x̂.

Věta 4. Je-li p(t) = t a diagonála matice B je kladná, pak Algoritmus 1 konverguje lokálně

k přesnému řešenı́ x̂.
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Věta 5.

Je-li p(t) = t a matice B obsahuje alespoň jeden kladný řádek, pak Algoritmus 1 konverguje

lokálně k přesnému řešenı́ x̂ a asymptotický faktor konvergence je

√

1 − β,

kde β je minimálnı́ prvek tohoto řádku.

Je-li matice B kladná, pak asymptotický faktor konvergence je

1 − β,

kde

β = max{||v||1; B ≥ veT , v ≥ 0}.
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Divergence.

Obecně lze tedy ukázat, že

ρ(J(p, x̂)) < 1

pro p(t) = αt + (1 − α) a α ∈ (0, 1), ale

ρ(J(p, x̂)) ≤ 1

pro α = 0 nebo 1. Právě pro α = 1 lze najı́t matici takovou, že Algoritmus 1 nekonverguje

k řešenı́ ani v lokálnı́m smyslu.

Přı́klad 1.

B =







1/2 0 1/2

1/2 0 1/2
0 1 0






,

agregačnı́ skupiny G1 = {1} a G2 = {2, 3}. Polynom p(t) = t. Oscilace. Konvergence

pouze pro množinu počátečnı́ch přiblı́ženı́ mı́ry nula.
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Zobecněnı́ takové situace.

Přı́klad 2.

B =



























× . . . × × 0 . . . 0
...

...
...

...
...

× . . . × × 0 . . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . ×
× . . . × × 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 . . . × 0
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Vysvětlenı́ na základě formulace algoritmu pomocı́ stochastického doplňku.

Lemma 1. Pro aproximace xk , k = 1, 2, . . ., zı́skané Algoritmem 1 pro p(t) = t platı́

BP (xk)xk+1 = xk+1.
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Vyberme některou aggregačnı́ skupinu Gi. Potom (po vhodné permutaci) máme B ve tvaru

B =

(

B11 BC
Gi

BR
Gi

BGi

)

.

Stejně rozdělı́me P (xk) na blokově diagonálnı́ matici

P (xk) =

(

P (xk)1 0
0 P (xk)Gi

)

.

Potom rovnice BP (xk)xk+1 = xk+1 lze vyjádřit ve tvaru xk+1 = ρk+1B̃Gi
(xk)e, kde

ρk+1 je faktor zaručujı́cı́ ||xk||1 = 1 a

B̃Gi
(xk) =

(

0 (I − B11P (xk)1)
−1BC

Gi

0 SGi
(xk)

) (

0
P (xk)Gi

)

,

kde SGi
je stochastická matice,

SGi
(xk) = BGi

+ BR
Gi

P (xk)1(I − B11P (xk)1)
−1BC

Gi
.
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Věta 6. Je-li matice SGi
(x) cyklická indexu m pro některý vektor x potom posloupnost

{xk}∞k=0
zı́skaná Algoritmem 1 konverguje k přesnému řešenı́ x̂ pouze v přı́padě, že částečné

součty části x0
Gi

počátečnı́h vektoru x0 odpovı́dajı́cı́ blokům cykličnosti matice SGi
(x) jsou

stejné.

Z toho ihned dostaneme

Věta 7. Je-li matice SGi
(x) cyklická pro některý vektor x, pak možina počátečnı́ch přiblı́ženı́,

pto která Algoritmus 1 konverguje k přesnému řešenı́, má mı́ru nula v množině všech přı́pustných

počátečnı́ch přiblı́ženı́.
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Vyššı́ stupe ň polynomu p

Přı́klad 3. Uvažujme primitivnı́ stochastickou matici B1

B1 =













0 0 0 1/2 0
1 1/2 0 1/2 0

0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 1/2 0 0 0













.

Agregačnı́ skupiny jsou G1 = {1, 2} a G2 = {3, 4, 5}. Potom máme

x̂1 = (1, 4, 2, 2, 2)T /11.

Nechť p1(t) = t a p2(t) = t2. Spektrálnı́ poloměry matic J(., x̂1) jsou

ρ(J(p1, x̂
1)) = 1 a ρ(J(p2, x̂

1)) = 1.1570 > 1.
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Přı́klad 4.

B2 =













0 0 0 1/2 0
1 1/2 1/100 1/2 1/100

0 0 0 0 99/100
0 0 99/100 0 0
0 1/2 0 0 0













.

Agregačnı́ skupiny jsou G1 = {1, 2} a G2 = {3, 4, 5}. Potom pro stacionálnı́ rozdělenı́

pravděpodobnisti x̂2 máme

ρ(J(p1, x̂
2)) = 0.9855 < 1

a

ρ(J(p2, x̂
2)) = 1.1271 > 1

kde opět p1(t) = t a p2(t) = t2.

Všimňeme si, že Algoritmus 1 s p(t) = tk konverguje loálně pro k = 1 ale

diverguje (i v lokálnı́m smyslu) pro k = 2. Tedy vı́ce kroků v základnı́ iteraci porušı́ konver-

genci.
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Figure 1: Spektrálnı́ poloměr matic J(pk, x̂) pro B2 a pk(t) = tk .
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Závěr a dal šı́ ot ázky

• Lokálnı́ konvergence IAD metody nenı́ zaručena pro B ireducibilnı́ a necyklickou. Tyto

výsledky zatı́m platı́ pro T = Bk.

• Otázky.

Jaká mocnina je dostatečná pro lokálnı́ konvergenci - na základě struktury nenulových

prvků matice B?

Oscilace v přı́padě divergence?

Je bloková Jacobiova metoda postačujı́cı́ pro lokálnı́ konvergenci?

Je konvergence v lokálnı́m smyslu vždy postačujı́cı́ pro konvergenci?

Poděkov ánı́.

Tato práce byla podpořena projektem Informačnı́ společnost č. 1ET400300415.
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