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Abstrakt

V tomto přı́spěvku se budeme zabývat klasi-
fikacı́ lineárnı́ch aproximačnı́ch úloh s ohledem
na jejich řešitelnost ve smyslu formulace tzv.
úplného problému nejmenšı́ch čtverců.

1. Úvod

Uvažujme lineárnı́ aproximačnı́ úlohu

AX ≈ B , (1)

kde A ∈ R
m×n a B ∈ R

m×d jsou matice systému a d-
násobná pravá strana, X ∈ R

n×d je matice neznámých.
(Pokud d = 1 značı́me pravou stranu b a vektor
neznámých x .) Úloha (1) lze ekvivalentě přeformulovat

[ B |A ]
[ −Id

X

]
≈ 0 .

Způsob aproximace upřesnı́ následujı́cı́ definice.

Definice 1 Minimalizačnı́ úlohu

min
G,E,X

‖ [ G |E ] ‖F , (A + E)X = (B + G) , (2)

nazveme úplným problémem nejmenšı́ch čtverců (total
least squares problem, TLS). Řešenı́m úplného problému
nejmenšı́ch čtverců nazveme libovolné X splňujı́cı́ (2).

Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat m ≥
n + d (v opačném přı́padě matici [ B |A ] doplnı́me
nulovými řádky). Dále předpokládejme AT B �= 0
(v opačném přı́padě, tedy jsou-li obory hodnot matic
A a B vzájemně ortogonálnı́, snaha aproximovat B po-
mocı́ sloupců matice A postrádá smysl a lze ukázat, že
problém (2) má triviálnı́ řešenı́).

2. Úlohy s jednou pravou stranou

Úplný problém nejmenšı́ch čtverců pro d = 1 (úlohu
s jednou pravou stranou) prvně analyzovali Gene Golub
a Charles Van Loan [1], 1980. Ukázali, že úloha (2)
nemá obecně řešenı́. Za předpokladu, že řešenı́ existuje,
nemusı́ být jednoznačné; zavádı́ se řešenı́ minimálnı́
v normě.

Sabine Van Huffel a Joos Vandewalle [5], 1991, nazývajı́
problém (2) s d = 1 jež nemá řešenı́ negenerickým.
Zavádejı́ pro něj tzv. negenerické řešenı́, které vždy ex-
istuje a lze definovat tak, že je jednoznačné. Význam
negenerického řešenı́ ovšem nenı́ přı́liš zřejmý.

Analýzu problému s jednou pravou stranou uzavı́rá
článek Christophera Paige a Zdeňka Strakoše [6], 2006.
Za předpokladu ortogonálnı́ invariance úlohy ( 1) lze
ukázat, že existujı́ matice P ∈ R

m×m , P−1 = PT

a Q ∈ R
n×n , Q−1 = QT takové, že

PT [ b |AQ ] =
[

b1 A11 0
0 0 A22

]
(3)

přičemž matice [ b1 |A11 ] má minimálnı́ dimenzi přes
všechny ortogonálnı́ transformace vedoucı́ na blokově
diagonálnı́ strukturu (3). Původnı́ úloha (1) se tak roz-
padne na dva nezávislé podproblémy

A11 x1 ≈ b1 , A22 x2 ≈ 0 .

Lze ukázat, [6, 1], že prvnı́ z obou podproblémů je v ždy
řešitelný ve smyslu Definice 1 a navı́c jeho řešenı́ x1 je
jednoznačné. Podproblém A11 x1 ≈ b1 nazýváme core
problémem. Dále lze ukázat, že vektor

x ≡ Q

[
x1

0

]
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je identický s řešenı́m minimálnı́m v normě, dle Gol-
uba a Van Loana [1], existuje-li, respektive s řešenı́m
negenerickým [5] v přı́padě, že (2) řešenı́ nemá. Teorie
core problému tak dává konceptu negenerického řešenı́
dobře interpretovatelný význam. Pro podrobnějšı́ výklad
viz [6, 2, 3] přı́padně [7].

2.1. Klasická analýza úloh s jednou pravou stranou

O tom, zda problém (2) s jednou pravou stranou má
nebo nemá řešenı́, přı́padně o tom, zda řešenı́, existuje-
li, je jednoznačné či nikoliv, lze rozhodnout na základě
pravých singulárnı́ch vektorů a distribuce singulárnı́ch
čı́sel rozšı́řené matice [ b |A ] . Uvažujme tedy sin-
gulárnı́ rozklad

[ b |A ] = U Σ V T (4)

a

σ1 ≥ . . . ≥ σp > σp+1 = . . . = σn+1 ≥ 0 (5)

singulárnı́ čı́sla matice [ b |A ] . Dále uvažujme
následujı́cı́ dělenı́ matice pravých singulárnı́ch vektorů

V =
[

V11 V12

V21 V22

]
, (6)

kde V11 ∈ R
1×p , V12 ∈ R

1×(n−p+1) , V21 ∈ R
n×p ,

V22 ∈ R
n×(n−p+1) . (Pokud σ1 = σn+1 , pak p = 0

a σp , V11 a V21 neexistujı́. V [5] majı́ bloky matice (6)
jiné pořadı́.) Platı́ následujı́cı́ věta.

Věta 1 Necht’ je dána lineárnı́ aproximačnı́ úloha (1) a
d = 1 . Uvažujme singulárnı́ rozklad (4) , se značenı́m
zavedeným v (5)–(6).

Úplný problém nejmenšı́ch čtverců (2) má řešenı́ tehdy
a jen tehdy, když V12 �= 0 .

Navı́c pokud p = n , pak je toto řešenı́ jednoznačné,
pokud p > n pak lze zkonstruovat řešenı́ minimálnı́
v normě.

Důkaz viz [1, 5]. (V opačném přı́padě V12 = 0 lze vždy,
jak již bylo řečeno, zkonstruovat jednoznačné negener-
ické řešenı́, viz [4, 5], které však nenı́ řešenı́m úlohy (2)
ve smyslu Definice 1.)

3. Úlohy s násobnou pravou stranou

V článku [6] je pro úlohy s jednou pravou stra-
nou využito klasické analýzy, zde shrnuté ve Větě 1,
k důkazu jednoznačné řešitelnosti core problému ve
smyslu Definice 1. Našı́ snahou je rozšı́řit tuto teorii,

zejména ideu redukce úlohy na core problém, na úlohy
s násobnou pravou stranou, tedy pro d > 1 . Je tedy
nutné vědět, kdy je daný úplný problém nejmenšı́ch
čtverců (2) řešitelný.

Analýzou existence a jednoznačnosti řešenı́ pro úlohy
s násobnou pravou stranou se zabývali Sabine Van
Huffel a Joos Vandewalle, [5]. Analyzovali však jen
některé speciálnı́ přı́pady, obecná analýza chybı́, viz
[5, poznámka na str. 66]. Navzdory tomu algoritmus
pro řešenı́ úplného problému nejmenšı́ch čtverců, tzv.
TLS algoritmus, viz [4], [5, Algoritmus 3.1, str. 87–
88], vrátı́ ,,řešenı́“ pro libovolnou úlohu ( 1). Jednı́m
z kroků vedoucı́ch k rozšı́řenı́ teorie core problému na
úlohy s násobnou pravou stranou tak je zúplněnı́ analýzy
řešitelnosti problému (2).

3.1. Klasická analýza úloh s vı́ce pravými stranami

Speciálnı́ přı́pady analyzované v [5] budeme opět iden-
tifikovat pomocı́ pravých singulárnı́ch vektorů a dis-
tribuce singulárnı́ch čı́sel rozšı́řené matice [ B |A ] .
Uvažujme tedy singulárnı́ rozklad

[ B |A ] = U Σ V T (7)

a

σ1 ≥ . . . ≥ σp > σp+1 = . . . = σn+1 = . . .

= σn+e > σn+e+1 ≥ . . . ≥ σn+d ≥ 0
(8)

singulárnı́ čı́sla matice [ B |A ] . Dále uvažujme
následujı́cı́ dělenı́ matice pravých singulárnı́ch vektorů

V =
[

V11 V12 V13

V21 V22 V23

]
, (9)

kde V11 ∈ R
d×p , V12 ∈ R

d×(n−p+e) , V13 ∈
R

d×(d−e) , V21 ∈ R
n×p , V22 ∈ R

n×(n−p+e) , V23 ∈
R

n×(d−e) . (Pokud σ1 = σn+1 , pak p = 0 a σp , V11

a V21 neexistujı́, obdobně pokud σn+1 = σn+d , pak
e = d a σn+e+1 , V13 a V23 neexistujı́. V [5] je dělenı́
matice (9) zavedeno jinak, bloky majı́ navı́c jiné pořadı́.)
Platı́ následujı́cı́ věta.

Věta 2 Necht’ je dána lineárnı́ aproximačnı́ úloha (1).
Uvažujme singulárnı́ rozklad (7) , se značenı́m zave-
deným v (8)–(9).

Necht’ rank ( [ V12 |V13 ] ) = d a zároveň p = n (tedy
[ V12 |V13 ] je čtvercová nesingulárnı́ matice). Pak úplný
problém nejmenšı́ch čtverců (2) má řešenı́ a toto řešenı́
je jednoznačné.

Necht’ rank ( [ V12 |V13 ] ) = d a zároveň e =
d (tedy všechna singulárnı́ čı́sla počı́naje σp+1 jsou
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si rovna). Pak úplný problém nejmenšı́ch čtverců (2)
má nekonečně mnoho řešenı́, lze zkonstruovat řešenı́
minimálnı́ v normě (spektrálnı́ i Frobeniově).

Necht’ rank ( [ V12 |V13 ] ) < d . Pak úplný problém ne-
jmenšı́ch čtverců (2) nemá řešenı́.

Důkaz viz [5]. V přı́padě, že rank ( [ V12 |V13 ] ) < d ,
lze vždy zkonstruovat jednoznačné negenerické řešenı́,
viz [4, 5].

Všimněme si, že zatı́mco Věta 1 řı́ká, že existence
řešenı́ je ekvivalentnı́ s nenulovostı́ jistého bloku mat-
ice V , Věta 2 pouze implikuje existenci řešenı́ ve dvou
speciálnı́ch přı́padech.

3.2. Revize analýzy úloh s vı́ce pravými stranami

Přı́pad

rank ( [ V12 |V13 ] ) = d , p < n , e < d (10)

nenı́ z hlediska řešitelnosti ve smyslu Definice 1
v nám známé literatuře vůbec analyzován. Obvykle
je tento přı́pad interpretován následujı́cı́m způsobem:
Protože aproximačnı́ úloha (1) je chápána jako
perturbace původně kompatibiln ı́ho systému, jsou
všechna singulárnı́ čı́sla, tedy i σn+e+1 , . . . , σn+d ,
zatı́žena chybou. Nahradı́me-li tato singulárnı́ čı́sla
čı́sly σ̃n+e+1 , . . . , σ̃n+d rovnými σn+1 , zredukujeme
obecný přı́pad (10) vždy na druhý speciálnı́ přı́pad
popsaný Větou 2, tzv. truncated TLS koncept, viz
např. [5, poslednı́ odstavec na str. 77]. Tı́m může být
diskuze o existenci řešenı́ uzavřena. S touto myšlenkou
pak přirozeně koresponduje fakt, že klasický přı́stup,
prezentovaný např. v [5], pracuje téměr výhradně
s celým blokem [ V12 |V13 ] . Chceme-li ovšem disku-
tovat řešitelnost problému (2) obecně, bez uvažovánı́
dalšı́ch perturbacı́ úlohy, musı́me provést jemnějšı́
analýzu úlohy s vı́ce pravými stranami. Pro potřeby
této analýzy navrhujeme pracovat s bloky V12 a V13

odděleně.

Analýzu provedeme pro nejobecnějšı́ přı́pad úlohy ( 1)
splňujı́cı́ podmı́nku rank ( [ V12 |V13 ] ) = d . Speciálnı́
přı́pady úloh popsaných Větou 1 (úlohy s jednou pravou
stranou) a Větou 2 přirozeně vyplynou jako přı́pady
se speciálnı́mi hodnotami d , p a nebo e . Snadno
nahlédneme, že matice V13 ∈ R

d×(d−e) nemůže mı́t
za předpokladu rank ( [ V12 |V13 ] ) = d rank většı́ než
d − e , z čehož vyplývá, že matice V12 ∈ R

d×(n−p+e)

nemůže mı́t rank menšı́ než e . Plný (řádkový) rank
matice [ V12 |V13 ] je tak možno mezi bloky V12 a V13

,,rozdělit“ třemi různými způsoby. Když rank (V 12) =
e , pak nutně V13 musı́ mı́t plný (sloupcový) rank, tedy

rank (V13) = d − e , opačná implikace ovšem ne-
platı́. Může se tedy stát, že rank (V13) = d − e a
zároveň rank (V12) > e . Třetı́ a poslednı́ možnostı́ je,
že matice V13 nebude mı́t plný (sloupcový) rank, tedy
rank (V13) < d − e , pak ale nutně rank (V12) > e .
Klasifikaci úloh zpřehlednı́ následujı́cı́ definice.

Definice 2 Uvažujme značenı́ zavedené v (7)–(9).
Množinu všech úloh (1), které splňujı́ podmı́nku
rank ( [ V12 |V13 ] ) = d , označı́me F . Množinu všech
úloh (1), které podmı́nku rank ( [ V12 |V13 ] ) = d ne-
splňujı́, označı́me S . Dále

• množinu všech úloh z F , pro něž rank (V12) = e
(a tedy rank (V13) = d − e ) , označı́me F1 .

• Množinu všech úloh z F , pro něž rank (V13) =
d − e a zároveň rank (V12) > e , označı́me F2 .

• Množinu všech úloh z F , pro něž rank (V13) <
d − e (a tedy rank (V12) > e ) , označı́me F3 .

Množiny F1 , F2 , F3 a S jsou zřejmě disjunktnı́ a
zřejmě platı́

⋃3
j=1 Fj = F . Úlohy majı́cı́ řešenı́ ve

smyslu Definice 1 popsané Větou 1 (přı́pad d = 1 ) a
Větou 2 (přı́pady p = n nebo e = d ) vždy splňujı́
podmı́nku rank (V12) = e , patřı́ tedy do množiny F1 .
V [8] bylo ukázáno, že platı́ následujı́cı́ věta zobecňujı́cı́
toto pozorovánı́.

Věta 3 Necht’ je dána lineárnı́ aproximačnı́ úloha (1).
Uvažujme singulárnı́ rozklad (7) , se značenı́m zave-
deným v (8)–(9). Předpokládejme rank ( [ V12 |V13 ] ) =
d .

Je-li daná úloha z množiny F1 (tedy pokud
rank (V12) = e ) , pak úplný problém nejmenšı́ch
čtverců (2) má řešenı́. Má-li úloha vı́ce než jendo
řešenı́, pak lze zkonstruovat řešenı́ minimálnı́ v normě
(spektrálnı́ i Frobeniově).

Je-li daná úloha z množiny F2 (tedy pokud
rank (V13) = d − e a zároveň rank (V12) > e ), pak
úplný problém nejmenšı́ch čtverců (2) má řešenı́.

Je-li daná úloha z množiny F3 (tedy pokud
rank (V13) < d − e ) , pak úplný problém nejmenšı́ch
čtverců (2) nemá řešenı́.

Naznačı́me pouze základnı́ myšlenku důkazu, úplný
důkaz viz [8]. Lze ukázat, že existence řešenı́ úplného
problému nejmenšı́ch čtverců je ekvivalenı́ s existencı́
ortogonálnı́ matice W ∈ R

(n−p+e)×(n−p+e) takové, že
V12 W = [ Δ |Γ1 ] , Γ1 ∈ R

d×e , kde čtvercová matice
Γ ≡ [ Γ1 |V13 ] je nesingulárnı́. Pro úlohy z množiny
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F1 ∪ F2 vždy taková matice W existuje. Navı́c pro
úlohy z množiny F1 vždy existuje W = W0 taková, že
Δ = 0 ; jejı́m užitı́m konstruujeme řešenı́ minimálnı́
v normě, které je jednoznačné (nezávislé na volbě W 0 ).
Pro úlohy z množiny F2 je Δ �= 0 pro libovolné W ;
existence a přı́padná jednoznačnost řešenı́ minimálnı́ho
v normě zatı́m nenı́ jasná. Pro úlohy z množiny F3

zřejmě žádná matice W dávajı́cı́ nesingulárnı́ Γ neex-
istuje.

Oproti tomu řešenı́ úlohy z množiny F spočtené TLS
algoritmem je jednoznačně určeno libovolnou orto-
gonálnı́ maticı́ W̄ ∈ R

(n−p+d)×(n−p+d) takovou, že
[ V12 |V13 ] W̄ = [ 0 | Γ̄ ] , kde čtvercová matice Γ̄ je
nesingulárnı́. Taková matice W̄ existuje pro libovolnou
úlohu z množiny F . Pro úlohy z množiny F 1 TLS al-

goritmus spočte právě řešenı́ problému (2) minimálnı́
v normě (např. W̄ = diag (W0 , Id−e ) ). Dále lze
ukázat, že řešenı́ libovolné úlohy z množiny F 2 ∪ F3

vypočtené TLS algoritmem nenı́ řešenı́m odpovı́dajı́cı́ho
problému (2); má charakter negenerického řešenı́, které
TLS algoritmus vracı́ i pro úlohy z množiny S . (Zde
je třeba dát pozor na užitou terminologii, např. v [ 5]
se termı́nu negenerické řešenı́ použı́vá výhradně v kon-
textu úloh z množiny S , v [8] a také zde se o negener-
ickém řešenı́ hovořı́ navı́c i v kontextu úloh z množiny
F2 ∪ F3 ). Negenerické řešenı́ nenı́ řešenı́m úlohy ( 2)
ve smyslu Definice 1.

Vzájemný vztah mezi vlastnostmi dané úlohy a existencı́
řešenı́ problému (2) a řešenı́m spočteným TLS algorit-
mem shrnuje následujı́cı́ schema.

F1 F2 F3 S

��

TLS algoritmus vypočte

řešenı́ minimálnı́ v normě ��

TLS algoritmus vypočte
negenerické řešenı́

��

TLS algoritmus vypočte
negenerické řešenı́

�� řešenı́ existuje (∃ řeš. min. v normě?) �� řešenı́ neexistuje

rank (V12) = e

rank (V13) = d − e
�� rank (V12) > e

rank (V13) = d − e
�� rank (V12) > e

rank (V13) < d − e
��

��
úlohy, pro které rank ([V12 |V13]) = d

��
rank ([V12 |V13]) < d︸ ︷︷ ︸

lineárnı́ aproximačnı́ úloha AX ≈ B

4. Závěr

Zda je pro úlohy z množiny F2 smysluplnějšı́ prefer-
ovat skutečné řešenı́ problému (2), které vždy existuje,
či řešenı́ negenerické vypočtené pomocı́ TLS algoritmu,
nenı́ zatı́m jasné. Obdobně význam samotného negener-
ického řešenı́ pro d > 1 nenı́ přı́liš zřejmý.

Užitı́m datové redukce, která zobecňuje pojem core
problému pro úlohy s d ≥ 1 , viz [8], lze v jistých
typických přı́padech (analogických s úlohami s jednou
pravou stranou) smysluplnost negenerického řešenı́ in-
terpretovat obdobně jako v přı́padě d = 1 . Zda mezi
tyto přı́pady mohou patřit i úlohy z množiny F 2 zatı́m
nenı́ jasné.

Na druhou stranu je v [8] ukázáno, že existuje celá
třı́da problémů, pro něž vykazuje koncept negener-
ického řešenı́ ne zcela uspokojivé chovánı́. Ilustrujme
tento jev na přı́kladu.

Přı́klad 1 Uvažujme dvě (nezávislé) úlohy (1) s jednou
pravou stranou, které jsou dány ve formě core problémů

AI
11 xI

1 ≈ bI
1 , AII

11 xII
1 ≈ bII

1

a majı́ tedy dle [6] jednoznačné řešenı́. Přepokládejme,
že

σmin ([ bI
1 |AI

11 ]) > σmax ([ bII
1 |AII

11 ]) .

Jinak řečeno, všechna singulárnı́ čı́sla prvnı́ho core
problému jsou ostře většı́ než největšı́ singulárnı́ čı́slo
druhého core problému. V [8] je ukázáno, že rozšı́řená
matice approximačnı́ho problému

[
AI

11 0
0 AII

11

]
X ≈

[
bI
1 0
0 bII

1

]
, (11)

má minimálnı́ dimenzi a představuje tak analogii core
problému v dané úloze se dvěma pravými stranami. Dále
je v [8] ukázáno, že TLS algoritmus aplikován na (11)
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vrátı́ negenerické řešenı́

X =
[

xI
1 0
0 0

]
,

namı́sto intuitivně očekávaného

X =
[

xI
1 0
0 xII

1

]
.

Zde prezentovaná analýza a dosavadnı́ výsledky
naznačujı́, že zdánlivě elementárnı́ formulace úplného
problému nejmenšı́ch čtverců (2) pro úlohy s vı́ce
pravými stranami je mnohem komplikovanějšı́ a kom-
plexnějšı́ než je tomu u úloh s jednou pravou stranou.
Vzhledem k tomu, že existuje reálná potřeba řešit aprox-
imačnı́ úlohy s vı́ce pravými stranami (např. multi-input
multi-output dynamické systémy v teorii řı́zenı́), bude
třeba dalšı́ho studia dané problematiky.
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