
1 Matematika jako část logiky

Matematika, kterou jste se učili na středńı škole, byla sṕı̌se matematikou praktickou. To znamená,
že obsahovala hlavně návody jak poč́ıtat s č́ısly, jak upravovat r̊uzné výrazy (např. algebraické nebo
výrazy s goniometrickými funkcemi) nebo jak vyřešit nějakou konkrétńı soustavu lineárńıch rovnic.
Nicméně současná matematika neńı věda, která by se snažila řešit r̊uzné typy konkrétńıch úloh.
Návody na řešeńı těchto úloh jsou obvykle jen d̊usledkem nějaké matematické teorie. Matematickou
teorii dostaneme tak, že naše objekty zájmu, které chceme studovat (např. př́ımky a body v rovině),
poṕı̌seme množinou tzv. axiomů (tj. tvrzeńı o kterých v́ıme, že je naše studované objekty splňuj́ı,
např. každá dvojice ruzných bod̊u určuje právě jednu př́ımku). Hlavńım úkolem matematika potom
je hledat jiná tvrzeńı, která z těchto axiomů plynou (tzn. jsou pravdivá v dané teorii, protože o
axiomech v́ıme, že plat́ı). Matematiku můžeme tedy obecně popsat, jako vědu, která se snaž́ı
nacházet pravdivá tvrzeńı v jednotlivých matematických teoríıch. Je to tedy část logiky, protože
logika je vědou, která popisuje pravidla správného usuzováńı (tzn. jak z nějakých pravdivých
tvrzeńı vyvozovat jiná pravdivá tvrzeńı).

1.1 Logika

Naš́ım úkolem v tomto kurzu bude objevovat pravdivá tvrzeńı v jedné konkrétńı matematické
teorii (v teorii lineárńıch prostor̊u). Co to tedy tvrzeńı je? Tvrzeńı je věta, která je bud’ pravdivá
nebo nepravdivá. Př́ıklady mohou být:

1. “Č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 3.”

2. “Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.”

3. “Každý úhel může být roztřetěn pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka.”

Prvńı tvrzeńı je evidentně nepravdivé. Druhé je pravdivé, jak ukázal slavný matematik Euclides.
Posledńı je př́ıklad nepravdivého výroku, jehož nepravdivost dokázal Galois.

Samozřejmě v běžném jazyce máme spoustu vět, kterým nelze přǐradit žádnou pravdivostńı
hodnotu (tj. nejsou to tvrzeńı v našem smyslu) např:

1. Citoslovce: “Mlask.”

2. Tázaćı věty: “Chceš mě kotě?”

3. Př́ıkazy: “Chlastej!”

Složitěǰśı tvrzeńı se obvykle skládaj́ı z jednodušš́ıch tvrzeńıch pomoćı logických spojek (např.
č́ıslo 5 je liché nebo sudé). Pravdivost takového tvrzeńı potom zálež́ı na pravdivosti oněch jed-
nodušš́ıch tvrzeńıch a na logických spojkách, které byly v daném př́ıpadě použity. Ukažme si tedy
jednotlivé logické spojky, se kterými se budeme v matematice stále potkávat.

Negace

Máme-li nějaké tvrzeńı T , můžeme z něho s pomoćı negace vyrobit opačné tvrzeńı (symbolicky
ho znač́ıme ¬T ), které plat́ı, když neplat́ı T a neplat́ı, když T plat́ı. Např. pokud T je tvrzeńı “5
je prvoč́ıslo”, pak ¬T je tvrzeńı “5 neńı prvoč́ıslo”. Schematicky můžeme tuto skutečnost zapsat
pomoćı následuj́ıćı tabulky, kde 0 představuje fakt, že dané tvrzeńı neńı pravdivé a 1, že pravdivé
je:

T ¬T

0 1
1 0

1



Konjunkce

Mějme dvě tvrzeńı A, B. Konjunkce těchto tvrzeńı (symbolicky ji znač́ıme A∧B) je tvrzeńı, které
plat́ı pouze v př́ıpadě, kdy plat́ı obě tvrzeńı A a B. Ve všech ostatńıch př́ıpadech je nepravdivé.
Tvrzeńı A ∧ B obvykle čteme jako “A a B” nebo “A a také B” nebo “A a zároveň B”. Např.
tvrzeńı “7 je prvoč́ıslo a také 3 je prvoč́ıslo” je pravdivé a tvrzeńı “7 je prvoč́ıslo a 4 je prvoč́ıslo”
je nepravdivé, protože 4 neńı prvoč́ıslo. Zp̊usob jakým konjunkce pracuje můžeme opět znázornit
tabulkou:

A B A ∧ B

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Disjunkce

Mějme dvě tvrzeńı A, B. Disjunkce těchto tvrzeńı (symbolicky ji znač́ıme A∨B) je tvrzeńı, které
neplat́ı pouze v př́ıpadě, kdy neplat́ı obě tvrzeńı A a B. Ve všech ostatńıch př́ıpadech je pravdivé.
Tvrzeńı A∨B obvykle čteme jako “A nebo B”. Např. tvrzeńı “7 je prvoč́ıslo nebo 4 je prvoč́ıslo”
je pravdivé a tvrzeńı “6 je prvoč́ıslo nebo 4 je prvoč́ıslo” je nepravdivé, protože ani 6 ani 4 neńı
prvoč́ıslo. Zp̊usob jakým disjunkce pracuje můžeme opět znázornit tabulkou:

A B A ∨ B

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Všiměte si, že matematika spojku “nebo” použ́ıvá ve slučovaćı významu, tj. pravdivost jedné části
disjukce stač́ı na pravdivost celé disjunkce (ale mohou platit klidně obě dvě). Kdežto v běžném
jazyce použ́ıváme někdy spojku “nebo” i ve vylučovaćım významu. Např. větou “K obědu si dám
guláš nebo sv́ıčkovou.” obvykle mı́ńıme, že si dáme jen jedno z těchto dvou j́ıdel a ne obě zároveň.

Implikace

Mějme opět dvě tvrzeńı A, B. Implikace těchto tvrzeńı (symbolicky ji znač́ıme A ⇒ B) je tvrzeńı,
které neplat́ı pouze v př́ıpadě, kdy plat́ı tvrzeńı A a neplat́ı B. Ve všech ostatńıch př́ıpadech je
pravdivé. Zp̊usob jakým implikace pracuje můžeme opět znázornit tabulkou:

A B A ⇒ B

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Tvrzeńı A ⇒ B obvykle čteme jako “Když A, pak B” nebo “Jestliže A, potom B” nebo “Z A

plyne B” nebo “Necht’ A. Pak B”. Např. tvrzeńı “Když je č́ıslo x sudé, pak je dělitelné 2” je
pravdivé a tvrzeńı “Když je č́ıslo x liché, pak je dělitelné 2” je nepravdivé.

Implikace je pro pochopeńı obvykle složitěǰśı, protože neńı jasné, proč 0 ⇒ 0 a 0 ⇒ 1 jsou
pravdivá tvrzeńı. Důvod proč je implikace definována, tak jak je, pokuśıme osvětlit na následuj́ıćım
př́ıkladě. Necht’ A je tvrzeńı “Student Bořislav Nemrava mi dá milión korun českých” a B je tvrzeńı
“Dám panu Bořislavu Nemravovi na konci semetru jedničku z algebry”. Pokud tvrd́ım, že tvrzeńı
A ⇒ B (tj. “Když mi student Bořislav Nemrava dá milión korun českých, pak dám panu Bořislavu
Nemravovi na konci semetru jedničku z algebry”) je pravdivé, v kterých př́ıpadech lžu? Zřejmě
jen v př́ıpadě, kdy dostanu peńıze a jedničku na konci semestru nedám. V př́ıpadech, kdy žádné
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peńıze nedostanu, můžu dát známku, jakou chci, protože nejsem vázán ońım úplatkem a tud́ıž
neporušuji platnost svého tvrzeńı A ⇒ B.

Důvod proč implikace A ⇒ B, kde tvrzeńı A je nepravdivé, je pravdivá, lze vysvětlit i na
našem předchoźım př́ıkladu “Když je č́ıslo x sudé, pak je dělitelné 2”. Chceme totiž aby takovéto
tvrzeńı platilo pro všechna celá č́ısla, tzn. muśı platit jak pro x = 2, tak i pro x = 3.

Ekvivalence

Mějme opět dvě tvrzeńı A, B. Ekvivalence těchto tvrzeńı (symbolicky ji znač́ıme A ⇔ B) je
tvrzeńı, které plat́ı pouze v př́ıpadech, kdy bud’ plat́ı obě tvrzeńı A, B zároveň nebo zároveň
neplat́ı. Ve všech ostatńıch př́ıpadech je nepravdivé. Zp̊usob jakým ekvivalence pracuje můžeme
opět znázornit tabulkou:

A B A ⇔ B

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tvrzeńı A ⇔ B obvykle čteme jako “A právě tehdy, když B”. Př́ıkladem ekvivalence je např.
tvrzeńı: “Č́ıslo x je dělitelné prvoč́ıslem p právě tehdy, když x2 je dělitelné p2”.

Kvantifikátory

Př́ıklady tvrzeńı s implikaćı a ekvivalenćı obsahovaly libovolné, ale pevné č́ıslo x. Označme jako
A(x) tvrzeńı “Když je č́ıslo x sudé, pak je dělitelné 2”. Symbol “x” v závorkách za A naznačuje,
že pravdivost tohoto tvrzeńı bude záviset na č́ısle, které za x dosad́ıme. Kdyby jsme nyńı chtěli
nějakým zp̊usobem zapsat skutečnost, že A(x) je pravdivé pro všechny celá č́ısla x, museli bychom
s naš́ım současným aparátem psát, tvrzeńı A(0)∧A(1)∧A(2)∧ . . . je pravdivé, tj. tvrzeńı plat́ı pro
x = 0, x = 1, x = 2, atd. To samozřejmě neńı moc praktické, proto logika obsahuje daľśı prvky,
kterým se ř́ıká kvantifikátory. Kvantifikátory máme dva: prvńı “pro všechny” (znač́ı se symbolicky
∀) a druhý “existuje” (znač́ı se symbolicky ∃). Jestliže tedy máme tvrzeńı A(x), které je závislé
na x, můžeme z něho vyrobit dvě tvrzeńı:

1. “Pro všechna x je A(x) pravdivé”. Symbolicky zapisujeme jako (∀x)A(x). Tvrzeńı (∀x)A(x)
je pravdivé když A(x) pravdivé pro libovolné x a nepravdivé když existuje takové x, že A(x)
pro něj neńı pravdivé. Např. “Pro všechna celá č́ısla x plat́ı: když x je sudé, pak je dělitelné
2” je pravdivé tvrzeńı a “Pro všechna celá č́ısla x plat́ı: když x je liché, pak je dělitelné 3”
je nepravdivé, protože 5 je liché a neńı dělitelné 3.

2. “Existuje x takové, že A(x) je pravdivé”. Symbolicky zapisujeme jako (∃x)A(x). Tvrzeńı
(∃x)A(x) je pravdivé, když existuje alespoň jedno x takové, že tvrzeńı A(x) pro něj plat́ı a
nepravdivé, když takové x neexistuje. Např. “Existuje celé č́ıslo větš́ı než 100” je pravdivé
tvrzeńı, protože např. 101 je celé č́ıslo větš́ı než 100. Naopak tvrzeńı “Existuje reálné č́ıslo
jehož druhá mocnina je záporná” je nepravdivé.

Pokud v symbolickém zápisu kvantifikátor̊u chceme přesně stanovit odkud x pocháźı, uděláme to
následovně. Označme množinu reálných č́ısel R a množinu komplexńıch č́ısel C. Posledńı př́ıklad
můžeme potom zapisovat takto: (∃x ∈ R)(x2 < 0). Toto tvrzeńı neńı pravdivé. Naopak (∃x ∈
C)(x2 < 0) je př́ıkladem pravdivého tvrzeńı, protože i2 = −1. Obdobný zápis se použ́ıvá i s
kvantifikátorem ∀ např.: (∀x ∈ R)A(x).

1.2 Definice, věta, d̊ukaz

Nyńı máme vymezen zakladńı jazyk (tj. logické spojky a kvantifikátory), který matematika použ́ıvá.
Zároveň jsme i stanovili, co jednotlivé prvky tohoto jazyka znamenaj́ı (tj. v́ıme, jak určit pravdivost
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složených tvrzeńı, když známe pravdivost jeho podčást́ı). Jak už bylo v úvodu řečeno, matematika
se zabývá hledáńım pravdivých tvrzeńı, které plynou axiomů (tj. tvrzeńı, která jsme prohlásili za
pravdivá, protože v́ıme, že naše studované objekty je určitě splňuj́ı). Bohužel žádný obecný po-
stup, jak tyto pravdivá tvrzeńı hledat neexistuje, takže vždy zálež́ı na schopnostech konkretńıho
matematika, jaká tvrzeńı z axiomů odvod́ı. Nicméně, když už najde nějaké zaj́ımavé tvrzeńı, které
mu přijde pravdivé v dané teorii, muśı dokázat, že to tak vskutku je. Pak teprve může prohlásit,
že jeho nalezené tvrzeńı je pravdivé.

Metod, jak nějaké tvrzeńı dokázat máme několik. Protože většina matematických tvrzeńı je
ve tvaru implikace nebo ekvivalence, zaměř́ıme se na d̊ukazy tvrzeńı typu A ⇒ B a A ⇔ B. Ve
skutečnosti se stač́ı zaměřit jenom na tvrzeńı typu A ⇒ B, protože d̊ukaz tvrzeńı A ⇔ B lze
převést na d̊ukaz dvou implikaćı. Můžeme se totiž snadno pomoćı tabulky přesvědčit, že tvrzeńı
A ⇔ B je ekvivalentńı s tvrzeńım (A ⇒ B)∧(B ⇒ A), tj. když plat́ı jedno, plat́ı i druhé a naopak.

A B A ⇔ B A ⇒ B B ⇒ A (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Oba sloupce A ⇔ B a (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) jsou stejné, což znamená, že obě tvrzeńı jsou
ekvivalentńı. Pokud tedy chceme dokázat tvrzeńı ve tvaru A ⇔ B, stač́ı když dokážeme, že plat́ı
A ⇒ B i B ⇒ A, protože potom muśı být pravdivá i jejich konjunkce.

Než přistouṕıme k diskuzi jednotlivých typ̊u d̊ukaz̊u, je potřeba uvést, že neńı v silách tohoto
psaného materiálu, vysvětlit úplně tuto problematiku. Koneckonc̊u matematici začátečńıci se uč́ı
dokazovat tak, že se snaž́ı pochopit d̊ukazy svých vyspěleǰśıch koleg̊u a pak jejich postupy použ́ıvat
ve své vlastńı práci.

Předpokládejme, že chceme dokázat tvrzeńı A ⇒ B. Tvrzeńı A se obvykle nazývá předpoklad
a tvrzeńı B závěr.

Př́ımý d̊ukaz

Prvńı metoda d̊ukazu je tzv. př́ımý d̊ukaz. Protože jediný př́ıpad, kdy by implikace A ⇒ B

nebyla pravdivá, je př́ıpad, kdy A je pravdivé a B nikoli, stač́ı když ukážeme, že tento př́ıpad
nenastává. Tzn. budeme předpokládat, že tvrzeńı A je pravdivé a pokuśıme se ukázat, že i B

muśı už být pravdivé. K tomu aby jsme ukázali, že B už muśı být pravdivé můžeme využ́ıt nejen
náš předpoklad, že A plat́ı, ale i pravdivost axiomů a jiných už dokázaných tvrzeńı v dané teorii.
Samotný d̊ukaz potom prob́ıhá tak, že v́ıcenásobnou aplikaćı korektńıch dedukčńıch pravidel1

na A, axiomy a již dokázaná tvrzeńı, odvod́ıme nová tvrzeńı. Pokud mezi je i tvrzeńı B máme
vyhráno.

Pokuśıme se př́ımý d̊ukaz ilustrovat na velmi jednoduchém př́ıkladě. Předpokládejme, že ob-
jekty našeho zájmu jsou celá č́ısla. Konkrétně nás bude zaj́ımat jaké vlastnosti má sč́ıtáńı celých
č́ısel. Dále předpokládejme, že následuj́ıćı tvrzeńı jsou bud’ naše axiomy nebo již dokázaná tvrzeńı:

1. Reflexivita rovnosti: a = a

2. Symetrie rovnosti: Když a = b, pak b = a. Symbolicky: a = b ⇒ b = a.

3. Transitivita rovnosti: Když a = b a b = c, pak a = c. Symbolicky: (a = b ∧ b = c) ⇒ a = c.

4. Jednoznačnost sč́ıtáńı: Když a = a′ a b = b′, pak a + b = a′ + b′. Symbolicky:

(a = a′ ∧ b = b′) ⇒ a + b = a′ + b′ .

1Co jsou korektńı dedukčńı pravidla nám ř́ıká logika. Uvedeme si jen některé př́ıklady. Např. pokud v́ıme, že
tvrzeńı C a C ⇒ D jsou pravdivá, můžeme usoudit, že i tvrzeńı D je pravdivé, protože kdyby nebylo, muselo by
být C nebo C ⇒ D nepravdivé. Tomuto dedukčńımu pravidlu se ř́ıká modus ponens. Jiným př́ıkladem je např.
dedukčńı pravidlo: z pravdivosti C ⇒ D a D ⇒ E odvod’ C ⇒ E (transitivita implikace). Jako posledńı uvedeme
dedukčńı pravidlo generalizace. Pokud ukážeme, že nějaké tvrzeńı A(x) je pravdivé pro libovolné pevné x, můžeme
odvodit pravdivost tvrzeńı (∀x)A(x).
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5. Neutrálńı prvek: 0 + a = a

U všech výše uvedených tvrzeńı představuj́ı a, b, c libovolná pevná celá č́ısla. Pomoćı těchto tvrzeńı
dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 1 Když a = 0, pak a + b = b (Symbolicky a = 0 ⇒ a + b = b).

Důkaz: Rozděĺıme d̊ukaz na jednotlivé kroky a u každého z nich uvedeme z kterých tvrzeńı plyne.

a) Podle tvrzeńı 1 v́ıme, že b = b je pravdivé.

b) Protože dokazujeme implikaci, předpokládáme, že a = 0 je také pravdivé.

c) Z krok̊u a) a b) můžeme odvodit, že je pravdivá i konjunkce a = 0 ∧ b = b, protože konjunkce
je pravdivá, když jsou pravdivé obě jej́ı části.

d) Podle tvrzeńı 4 v́ıme, že (a = 0 ∧ b = b) ⇒ a + b = 0 + b je pravdivé.

e) Aplikaćı modus ponens na c) a d) odvod́ıme pravdivost tvrzeńı a + b = 0 + b.

f) Podle tvrzeńı 5 v́ıme, že 0 + b = b je pravdivé.

g) Z krok̊u e) a f) můžeme odvodit stejně jako jsme to udělali v kroku c), že je pravdivá i
konjunkce a + b = 0 + b ∧ 0 + b = b.

h) Podle tvrzeńı 3 v́ıme, že (a + b = 0 + b ∧ 0 + b = b) ⇒ a + b = b je pravdivé.

i) Aplikaćı modus ponens na g) a h) odvod́ıme pravdivost tvrzeńı a + b = b. A t́ım je d̊ukaz
hotov.

�

Je celkem zřejmé, že takto detailně d̊ukazy psát nejde, protože by nám brzo došel paṕır nebo
pamět poč́ıtače. Proto se d̊ukazy většinou zkracuj́ı s t́ım, že zkušený čtenář (pokud bude cht́ıt)
jednotlivé detaily zrekonstruuje sám. Tud́ıž předchoźı d̊ukaz by se zapisoval asi nějak takto: protože
předpokládáme, že a = 0, dostaneme a+b = 0+b = b. Automaticky se tedy např́ıklad předpokládá,
že čtenář zná všechny vlastnosti rovnosti (reflexivita, symetrie, transitivita).

Nepř́ımý d̊ukaz

Nepř́ımý d̊ukaz tvrzeńı A ⇒ B prob́ıhá stejně jako př́ımý d̊ukaz, jen s t́ım rozd́ılem, že se snaž́ım
mı́sto tvrzeńı A ⇒ B dokázat tvrzeńı ¬B ⇒ ¬A. Obě tvrzeńı jsou totiž ekvivalentńı, jak se snadno
přesvědč́ıme pomoćı tabulky:

A B ¬A ¬B A ⇒ B ¬B ⇒ ¬A

0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1

Postup opět ilustrujeme na př́ıkladě. Necht’ objekty našeho zájmu jsou opět celá č́ısla. Tentokrát
již nebudeme uvádět podrobný d̊ukaz, ale jen jeho stručnou verzi.

Tvrzeńı 2 Necht’ a a b jsou celá č́ısla. Když a 6= 0, pak existuje nejvýše jedno celé č́ıslo x takové,
že ax = b. Symbolicky:

¬(a = 0) ⇒ ((∃x1, x2)(ax1 = b ∧ ax2 = b) ⇒ x1 = x2) .
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Důkaz: Vš́ıměte si, že věta také připoušt́ı neexistenci x takového, že ax = b. To znamená, že bud’

existuje jedno nebo žádné, ale nikdy ne v́ıce. Např. pro a = 2 a b = 3 neexistuje celé č́ıslo x tak,
že ax = b. Všiměte si také druhé části symbolického zápisu, jak je vyjádřen fakt, že v́ıce než jedno
x nemůže existovat. Implikace v této druhé části vlastně ř́ıká, že kdyby existovali dvě celá č́ısla
x1, x2, pak už muśı být stejná.

Důkaz budeme provádět nepř́ımo, to znamená, že budeme předpokládat že neplat́ı závěr tvrzeńı
(∃x1, x2)(ax1 = b ∧ ax2 = b) ⇒ x1 = x2 a ukážeme, že předpoklad ¬(a = 0) neplat́ı také.

Co tedy znamená, že neplat́ı závěr (∃x1, x2)(ax1 = b ∧ ax2 = b) ⇒ x1 = x2. Vid́ıme, že žávěr
má tvar implikace a ta neplat́ı jen tehdy, když plat́ı jej́ı předpoklad tj. (∃x1, x2)(ax1 = b ∧ ax2 = b)
a neplat́ı jej́ı závěr x1 = x2. Z platnosti (∃x1, x2)(ax1 = b ∧ ax2 = b) tedy v́ıme, že existuj́ı dvě
celá č́ısla x1 a x2 taková, že ax1 = b a ax2 = b. Z neplatnosti x1 = x2 plyne, že x1 6= x2.
Nyńı použijeme běžné vlastnosti celých č́ısel a rovnosti. Protože ax1 = b = ax2, dostaneme
0 = ax1 − ax2 = a(x1 − x2). Z nerovnosti x1 6= x2 plyne x1 − x2 6= 0. Jelikož ale a(x1 − x2) = 0,
muśı nutně platit a = 0 a ¬(a = 0) tedy neplat́ı, což jsme měli dokázat. �

Důkaz indukćı

Důkaz indukćı je metoda, která nám umožňuje dokázat, že nějaké tvrzeńı plat́ı pro všechna
přirozená č́ısla větš́ı než nějaké přirozené č́ıslo n0 (typicky n0 = 0 nebo n0 = 1). Těch je sa-
mozřejmě nekonečně mnoho a proto neńı možné tvrzeńı dokazovat pro každé přirozené č́ıslo zvlášt’.
Předpokládejme, že chceme dokázat tvrzeńı A(x) pro všechna přirozená č́ısla x ≥ n0. Důkaz in-
dukćı prob́ıhá ve dvou kroćıch:

1. Nejprve dokážeme, že tvrzeńı A(n0) je pravdivé.

2. Následně pro libovolné pevné přirozené č́ıslo n ≥ n0 předpokládáme, že tvrzeńı A(x) plat́ı
pro všechna x taková, že n0 ≤ x ≤ n. Z tohoto předpokladu muśıme ukázat, že i tvrzeńı
A(n + 1) je pravdivé2.

Aplikaci d̊ukazu indukćı si ukážeme na př́ıkladě.

Tvrzeńı 3 Necht’ n je přirozené č́ıslo věťśı nebo rovno 1. Pak

1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.

Důkaz: Důkaz budeme provádět indukćı pro n0 = 1. V prvńım kroku muśıme ověřit, že tvrzeńı

plat́ı pro n = 1. To je ale zřejmé, protože 1 = 1(1+1)
2 . V druhém kroku si vezmeme libovolné

pevné n ≥ 1 a z předpokladu platnosti tvrzeńı pro všechna přirozená č́ısla x splňuj́ıćı 1 ≤ x ≤ n

dokážeme, že tvrzeńı plat́ı i pro n+1 . Nám konkrétně v tomto př́ıpadě bude stačit jen předpoklad,
že tvrzeńı plat́ı pro x = n. Nyńı ukážeme, že tvrzeńı je platné i pro n + 1:

1 + 2 + 3 + · · · + n + (n + 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1) =

n(n + 1) + 2(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)

2
.

V prvńı rovnosti jsme použili fakt, že tvrzeńı je platné pro n. Pak jsme již jen upravili výsledný
výraz tak, aby bylo patrné, že pravá strana rovnosti má tvar pravé strany tvrzeńı pro n + 1. �

Ukážeme si ještě jeden př́ıklad.

Tvrzeńı 4 Každé přirozené č́ıslo n ≥ 2 je bud’ prvoč́ıslo nebo lze vyjádřit jako součin prvoč́ısel.

2Velmi často se jako druhý krok indukce uvád́ı toto: pro libovolné pevné n ≥ n0 dokažte z předpokladu platnosti
A(n) tvrzeńı A(n + 1), tj. muśıme dokázat platnost implikace A(n) ⇒ A(n + 1). Obě formulace jsou ekvivalentńı.
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Důkaz: Důkaz budeme opět provádět indukćı, tentokrát ale pro n0 ≥ 2. Prvńı krok je jednoduchý.
Muśıme ověřit, že tvrzeńı plat́ı pro n = 2. To je ale zřejmé, protože 2 je prvoč́ıslo. Předpokládejme
tedy nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro všechna přirozená č́ısla x splňuj́ıćı 2 ≤ x ≤ n. Ukážeme, že tvrzeńı
plat́ı i pro n+1. Pokud n+1 je prvoč́ıslo, pak tvrzeńı plat́ı. Takže zbývá akorát ukázat, že tvrzeńı
plat́ı i pro př́ıpad, kdy n+1 neńı prvoč́ıslo. Jestliže ale n+1 neńı prvoč́ıslo, je možno ho vyjádřit,
jako součin dvou menš́ıch přirozených č́ısel p, q, tj. n + 1 = pq a 2 ≤ p, q < n + 1. Z našeho
předpokladu tedy plyne, že tvrzeńı plat́ı pro p i q. Tudiž p i q lze vyjádřit jako součin prvoč́ısel.
Protože n + 1 = pq, vid́ıme, že i n + 1 lze vyjádřit jako součin prvoč́ısel. �

K posledńımu tvrzeńı dodejme, že jsme dokázali část d̊uležitého tvrzeńı z aritmetiky, které se
nazývá Základńı věta aritmetiky.

Tvrzeńı 5 (Základńı věta aritmetiky) Každé přirozené č́ıslo n ≥ 2 je bud’ prvoč́ıslo nebo lze
vyjádřit jednoznačně jako součin prvoč́ısel.

Důkaz tohoto tvrzeńı uvádět nebudeme. Všiměte si, že my jsme v předchoźım d̊ukazu ukázali, že
rozklad na prvoč́ısla je možno udělat, ale neukázali jsme, že to jde udělat jen jedńım zp̊usobem.
To, že to jde právě jedńım zp̊usobem, je obsahem Základńı věty aritmetiky. Tento fakt je v této
větě vyjádřen slovem “jednoznačně”.

Důkaz sporem

Daľśım typickým d̊ukazovým postupem je d̊ukaz sporem. U d̊ukazu sporem vždy předpokládáme,
že námi dokazované tvzeńı neplat́ı a odvod́ıme z tohoto předpokladu spor (tj. nějaké nepravdivé
tvrzeńı). Cheme-li tedy dokázat implikaci A ⇒ B, předpokládáme, že A ⇒ B neplat́ı, což znamená,
že plat́ı předpoklad A a neplat́ı závěr B (tj. předpokládáme, že plat́ı A ∧ ¬B). Pokud se nám
podař́ı z tohoto předpokladu vyvodit spor je d̊ukaz hotov. T́ımto postupem tedy chceme ukázat,
že nemůže nastat př́ıpad, kdy by platil předpoklad implikace a neplatil závěr.

Tvrzeńı 6 Čı́slo
√

2 neńı racionálńı.

Důkaz: Toto tvrzeńı na prvńı pohled nevypadá jako implikace. Nicméně když si ho vyjádř́ıme
symbolicky nějakou tu implikaci objev́ıme. Tvrzeńı, že č́ıslo

√
2 neńı racionálńı, vlastně ř́ıká, že at’

už si vezmeme jakékoli racionálńı č́ıslo x, tak určitě bude platit x 6=
√

2. Dokazované tvrzeńı tedy
můžeme zapsat takto:

(∀x)(x ∈ Q ⇒ x 6=
√

2) .

Tento výraz ř́ıká, že pro všechna č́ısla x, když x patř́ı do množiny racionálńıch č́ısel Q, tak už
muśı platit x 6=

√
2. Pokud tedy chceme toto tvrzeńı dokázat sporem, budeme předpokládat, že

neplat́ı. To ale znamená, že muśı existovat racionálńı č́ıslo x takové, že x =
√

2.
Řekněme si nejprve, co znamená, že nějaké č́ıslo x je racionálńı. Asi ze středńı školy v́ıte, že

je možno ho vyjádřit jako pod́ıl dvou celých č́ısel p, q, tj. x = p

q
. Takže muśı tedy platit p

q
=

√
2.

Upravou předchoźı rovnosti dostaneme:

p2 = 2q2 . (1)

Č́ıslo p lze podle Tvrzeńı 5 můžeme vyjádřit jako součin prvoč́ısel. Vezmeme všechny dvojky, co
se v tomto součinu nacházej́ı a vyjádř́ıme p jako p = 2kp′, kde k je počet oněch dvojek a p′ už neńı
dělitelné dvěmi. Podobně to uděláme s q, které vyjádř́ıme jako q = 2nq′, kde n je počet dvojek v
q. Ted’ dosad́ıme za p, q do rovnice (1) a dostaneme:

(2kp′)2 = 2(2nq′)2 .

Podle Základńı věty aritmetiky (Tvrzeńı 5) muśı být počet dvojek na obou stranách předchoźı
rovnosti stejný, protože ani p′ ani q′ neńı dělitelné dvěmi. Na levé straně máme 2k dvojek a na
pravé straně máme 2n+1 dvojek. Muśı tedy platit 2k = 2n+1, ale to neńı zřejmě možno, protože
sudé č́ıslo 2k se nemůže rovnat lichému 2n + 1. A to je onen kýžený spor. �
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Matematický text

Nyńı se zaměř́ıme na to jak vypadá matematický text. Začneme terminologíı. Matematická tvrzeńı
obvykle pojmenováváme r̊uznými jmény podle jejich významu, složitosti d̊ukazu, atd. Uved’me si
několik jmen, se kterými se můžete v literatuře setkat. Hlavńı tvrzeńı se nazývaj́ı Věty. Pomocná
tvrzeńı, jejichž d̊ukazy jsou obvykle technické, nazýváme Lemmata. Pokud nějaké tvrzeńı bez-
prostředně plyne z nějaké věty, je označováno jako D̊usledek. Tvrzeńı, jejichž d̊ukazy jsou velmi
jednoduché, se nazývaj́ı Pozorováńı. U pozorováńı se většinou ani d̊ukaz neuvád́ı.

Jak už jsme zmı́nili na začátku, ukolem matematiky je objevovat platná tvrzeńı v dané ma-
tematické teorii. To znamená, že matematický text se převážně skládá, z těchto tvrzeńı (tj. vět,
lemmat, d̊usledk̊u, pozorováńı) a jejich d̊ukaz̊u. Nicméně v matematické textu se objevuje ještě
jeden d̊uležitý prvek a to je Definice. V každé teorii máme nějaké základńı pojmy (např. bod v
geometrii nebo č́ıslo v aritmetice), jejichž struktura nás už nezaj́ımá, tzn. nezaj́ımá nás např́ıklad,
co to je č́ıslo, ale jaké vzájemné vztahy mezi sebou č́ısla splňuj́ı. Nicméně neńı možné s těmito
základńımi pojmy vystačit, protože naše tvrzeńı by pak byli velmi dlouhá. Proto pomoćı definic
zavád́ıme pojmy nové. Ukažme si př́ıklady.

Definice 1 Celé č́ıslo x nazýváme kladné, pokud plat́ı x > 0.

Definice 2 Celé č́ıslo x nazýváme liché, pokud lze vyjádřit jako dvojnásobek nějakého celého č́ısla
n plus 1, tj. x = 2n + 1.

V prvńı definici jsme zavedli pojem kladného celého č́ısla a v druhé lichého. Po zavedeńı nových
pojmů je možné tyto pojmy použ́ıvat v daľśım textu, v podstatě jako zkratky. Např. můžeme
zformulovat tvrzeńı “pro všechna lichá celá č́ısla plat́ı ...”. To je samozřejmě úsporněǰśı než kdy-
bychom psali “pro všechna celá č́ısla, která lze lze vyjádřit jako dvojnásobek nějakého celého č́ısla
n plus 1, plat́ı ...”.

1.3 Teorie množin

Základńı matematickou teoríı, ve které pracuje dnes většina matematik̊u, je teorie množin. Základńı
pojem této teorie je pojem množina. Množina má představovat jakýsi soubor prvk̊u. Pokud chceme
mluvit o nějaké konkrétńı množině, je potřeba ji nějak zapsat. To lze udělat několika zp̊usoby.
Konečné množiny lze zapsat výčtem, např. {1, 5, 3, 100}. I nekonečné množiny můžeme někdy za-
psat výčtem, např. množina všech lichých kladných č́ısel lze vyjádřit jako {1, 3, 5, 7, 9, . . .}, s t́ım,
že čtenář z prvńıch několika prvk̊u pochoṕı o jakou množinu jde. Pro některé d̊uležité množiny
máme obvykle vyhrazeny speciálńı symboly. Množinu přirozených č́ısel budeme značit N, množinu
celých č́ısel Z, množinu racionálńıch č́ısel Q, množinu reálných č́ısel R a množinu komplexńıch
č́ısel C. Daľśı speciálńı symbol máme pro množinu, která neobsahuje žádné prvky (tzv. prázdná
množina). Znač́ı se obvykle ∅ nebo {}. Fakt, že nějaký prvek x nálež́ı do množiny M , budeme
značit x ∈ M . Opačné tvrzeńı budeme značit x 6∈ M . Tak např.

√
2 ∈ R a

√
2 6∈ Q.

Jiný zp̊usob, jak zapsat množinu, je pomoćı nějakého tvrzeńı A(x), které plat́ı pro ty prvky
x, které do množiny maj́ı patřit, a pro ostatńı neplat́ı. Množinu pak zaṕı̌seme {x | A(x)} a čteme
jako “množina všech x, která splňuj́ı A(x)”. Např. {x | x ∈ R a x2 − 2x+1 ≥ 0} je množina všech
reálných č́ısel x, která splňuj́ı nerovnici x2−2x+1 ≥ 0. Někdy zkráceně ṕı̌seme nalevo od symbolu
| odkud se prvky x berou. Např. {x ∈ R | x2 + 1 = 0} je množina všech reálných č́ısel x, které
splňuj́ı rovnici x2 + 1 = 0. Asi pro vás nebude překvapeńı, že tato množina je prázdná, protože
žádné reálné č́ıslo splňuj́ıćı rovnici x2 + 1 = 0 neexistuje. Naopak množina {x ∈ C | x2 + 1 = 0}
neńı prázdná a obsahuje dvě komplexńı č́ısla i a −i.

Jeden z axiomů teorie množin je tzv. axiom extensionality. Ten ř́ıká, že dvě množiny se rovnaj́ı
právě tehdy, když maj́ı stejné prvky. To znamená, že když chceme ukázat, že dvě množiny X,Y se
rovnaj́ı, muśıme pro libovolný prvek x ukázat, že když patř́ı do množiny X, pak patř́ı i do množiny
Y a pokud patř́ı do Y , pak patř́ı také do X. Symbolicky zapsáno muśıme ukázat platnost tohoto
tvrzeńı:

(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ) ∧ (x ∈ Y ⇒ x ∈ X) .
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To je možno přepsat pomoćı ekvivalence takto: prvek x patř́ı do množiny X právě tehdy, když
patř́ı do Y . Symbolicky:

x ∈ X ⇔ x ∈ Y .

Z axiomu extensionality plynou některá základńı pozorováńı o množinách. Např. nezálež́ı na pořad́ı
v jakém prvky ve výčtu uvád́ıme, tj. {1, 3} = {3, 1}. Nebo nemá smysl uvažovat, že by nějaká
množina obsahovala nějaký prvek v́ıcekrát, protože {7, 7} = {7}.

Kromě rovnosti mezi množinami použ́ıvá matematika ještě pojem inkluze. Chceme-li nějak
vyjádřit, že všechny prvky množiny X patř́ı i do množiny Y , zapisujeme tuto skutečnost X ⊆ Y

a čteme X je podmnožinou Y . Pokud tedy chceme pro nějaké dvě množiny X, Y , dokázat, že
X ⊆ Y plat́ı, muśıme ukázat, že pro libovoné x ∈ X, plat́ı i x ∈ Y , tj. ukázat platnost implikace
x ∈ X ⇒ x ∈ Y . Pomoćı inkluze ⊆ můžeme vyjádřit rovnost dvou množin takto: X = Y právě
tehdy, když X ⊆ Y a zároveň Y ⊆ X.

S množinami můžeme také dělat r̊uzné operace. Základńı operace jsou pr̊unik a sjednoceńı.
Mějme dvě množiny X a Y . Pr̊unik X a Y znač́ıme X ∩ Y a sjednoceńı X a Y znač́ıme X ∪ Y .
Množiny X ∩ Y a X ∪ Y jsou potom definovány následovně:

X ∩ Y = {x | x ∈ X ∧ x ∈ Y } ,

X ∪ Y = {x | x ∈ X ∨ x ∈ Y } .

Pr̊unik X ∩ Y tedy obsahuje prvky, které patř́ı do obou množin zároveň a sjednoceńı X ∪ Y

obsahuje prvky, které patř́ı alespoň do jedné z množin. Např. {0, 1, 3, π} ∩ {0, π, 4} = {0, π} a
{0, 1, 3, π} ∪ {0, π, 4} = {0, 1, 3, π, 4}.

Posledńı operaćı s množinami, o které se zmı́ńıme, je operace kartézského součinu. Máme-
li nějaké dva prvky x a y, symbolem (x, y) budeme značit tzv. uspořádanou dvojici. Slovem
uspořádanou dáváme najevo, že na pořad́ı prvk̊u v (x, y) zálež́ı. Např. (3, 5) 6= (5, 3). Kartézský
součin dvou množin X a Y (znač́ıme X × Y ) je potom množina:

X × Y = {(x, y) | x ∈ X ∧ y ∈ Y } .

Kartézský součin X × Y je tedy množina všech uspořádaných dvojic (x, y), jejichž prvńı složka je
z množiny X a druhá z množiny Y . Pokud X = Y , ṕı̌seme mı́sto X × X jen X2.

Opakovaným použit́ım kartézského součinu můžeme vyrábět množiny uspořádaných n-tic.
Např. X × X × X × X = {(x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ X} je množina všech uspořádaných
čtveřic prvk̊u z X. Tuto množinu znač́ıme zkráceně X4. Podobně Xn znač́ı množinu uspořádaných
n-tic prvk̊u z X, kde n ∈ N.

1.4 Zobrazeńı

Nyńı přistouṕıme k jednomu z nejzásadněǰśıch pojmů celé matematiky a t́ım je pojem zobrazeńı.
Tento pojem zavedeme v následuj́ıćı definici:

Definice 3 Necht’ X a Y jsou množiny. Podmnožinu f kartézského součinu X×Y (tj. f ⊆ X×Y )
nazveme zobrazeńı z množiny X do množiny Y , pokud ke každému x ∈ X existuje právě jedna
uspořádaná dvojice (x, y) ∈ f . Fakt, že f je zobrazeńı z množiny X do množiny Y znač́ıme
f : X → Y . Množinu X nazýváme definičńı obor a množinu Y obor hodnot. Zobrazeńı se také
někdy ř́ıká funkce.

Všiměte si, že pro r̊uzné prvky y 6= y′ z množiny Y nemůže nastat př́ıpad, kdy (x, y) ∈ f a zároveň
(x, y′) ∈ f . Pokud tedy pro nějaké pevné x ∈ X plat́ı (x, y) ∈ f , je prvek y už jednoznačně určen,
a můžeme si ho pojmenovat hodnota f v bodě x a označit symbolem f(x). To znamená, že dvojice
(x, f(x)) jsou právě ty dvojice, které patř́ı do f . Jinými slovy množinu uspořádaných dvojic f

můžeme vyjádřit také takto: {(x, f(x)) ∈ X × Y | x ∈ X}. Př́ıklady zobrazeńı mohou např. být:

g = {(x, y) ∈ R × R | y = x2}
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nebo
h = {(x, y) ∈ N × R | y =

√
x} .

Zobrazeńı g je zobrazeńı z množiny reálných č́ısel do množiny reálných č́ısel a zobrazeńı h je
zobrazeńı z množiny přirozených č́ısel do množiny reálných č́ısel.

Pokud chceme nějaké zobrazeńı definovat muśıme vlastně definovat jakousi množinu uspořá-
daných dvojic. Nicméně, protože každé zobrazeńı f má tu vlastnost, že ke každému prvku x

definičńıho oboru existuje právě jedna hodnota y z oboru hodnot, taková, že (x, y) patř́ı do f , ne-
definujeme obvykle zobrazeńı jako množinu uspořádaných dvojic, ale jen předpisem, který každému
prvku z definičńıho oboru přǐrad́ı jeden prvek z oboru hodnot. Takže výše uvedené př́ıklady zob-
razeńı bychom tedy běžně definovali takto: g : R → R takové, že g(x) = x2 a h : N → R takové,
že h(x) =

√
x. Výrazy g : R → R, h : N → R nám totiž přesně specifikuj́ı definičńı obory a

obory hodnot, a výrazy g(x) = x2, h(x) =
√

x zase přesně definuj́ı, které uspořádané dvojice do
zobrazeńı patř́ı.

S naš́ı definićı zobrazeńı jako množiny můžeme lehce zodpovědět otázku, kdy se dvě zobrazeńı
f : X → Y , g : X → Y rovnaj́ı.

Věta 1 Necht’ f : X → Y , g : X → Y jsou zobrazeńı. Pokud pro všechny x ∈ X plat́ı f(x) = g(x),
pak f = g.

Důkaz: Chceme dokázat, že pokud pro všechny x ∈ X plat́ı f(x) = g(x), pak f a g se rov-
naj́ı. Protože f a g jsou množiny, stač́ı ukázat, že maj́ı stejné prvky (viz axiom extensionality).
Připomeňme, že každý prvek f lze vyjádřit, jako uspořádanou dvojici (x, f(x)) ∈ X × Y . Vez-
meme tedy libovolný prvek (x, f(x)) z f a ukážeme, že patř́ı také do g. Z předpokladu f(x) = g(x),
dostaneme (x, f(x)) = (x, g(x)), protože dvě uspořádané dvojice se rovnaj́ı, když maj́ı stejné od-
pov́ıdaj́ıćı složky. Ale dvojice (x, g(x)) patř́ı do g. Takže jsme ukázali, že f ⊆ g. Inkluzi g ⊆ f lze
dokázat obdobně. �

Pokud máme na oboru hodnot definovány nějaké operace (např. sč́ıtáńı nebo násobeńı), můžeme
tyto operace přenést i na zobrazeńı. Necht’ f : X → R a g : X → R jsou zobrazeńı z množiny X

do množiny reálných č́ısel. Reálná č́ısla jak známo umı́me sč́ıtat a násobit. Nyńı budeme definovat
pomoćı sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel nová zobrazeńı f + g a fg představuj́ıćı součet a součin
zobrazeńı f a g.

Definice 4 Necht’ f : X → R, g : X → R jsou zobrazeńı a c je reálné č́ıslo. Definujeme zobrazeńı
f + g : X → R, fg : X → R a cf : X → R takto:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(cf)(x) = cf(x)

Zobrazeńı f + g tedy přǐrazuje prvku x z množiny X součet reálných č́ısel f(x) a g(x). Zobrazeńı
fg přǐrazuje prvku x jejich součin. A zobrazeńı cf přǐrazuje prvku x součin reálných č́ısel c a f(x).

Protože sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel splňuje r̊uzné vlastnosti (např. a + b = b + a pro
všechna a, b ∈ R), zaj́ımá nás, které z těchto vlastnost́ı se přenesou i na operace se zobrazeńımi.
Konstantńı zobrazeńı z množiny X do množiny reálných č́ısel R, které každému x ∈ X přǐrad́ı 0,
budeme značit 0̄, tj. 0̄ = {(x, 0) ∈ X × R | x ∈ X}. Zřejmě 0̄ = cf pro libovolné zobrazeńı f a
c = 0. Zobrazeńı cf pro c = −1 budeme značit −f .

Věta 2 Necht’ f : X → R, g : X → R a h : X → R jsou zobrazeńı. Potom plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

1. Sč́ıtáńı zobrazeńı je komutativńı: f + g = g + f .

2. Sč́ıtáńı zobrazeńı je asociativńı: f + (g + h) = (f + g) + h.
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3. Zobrazeńı 0̄ je neutrálńı prvek: f + 0̄ = f .

4. (f + (−g))(x) = f(x) − g(x) pro všechna x ∈ X.

Důkaz: U prvńıch třech tvrzeńı dokazované věty máme ukázat rovnost dvou zobrazeńı. Podle
Věty 1 stač́ı ověřit, že pro libovolný prvek x z množiny X se hodnoty obou zobrazeńı v bodě x

rovnaj́ı. Posledńı tvrzeńı ukazuje, že zobrazeńı f + (−g) funguje jako rozd́ıl dvou zobrazeńı.

1. (f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x), druhá rovnost plyne z komutativity
sč́ıtáńı reálných č́ısel (tj. a + b = b + a pro všechna a, b ∈ R).

2. (f + (g + h))(x) = f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) = ((f + g) + h)(x), druhá
rovnost plyne z asociativity sč́ıtáńı reálných č́ısel (tj. a + (b + c) = (a + b) + c pro všechna
a, b, c ∈ R).

3. (f + 0̄)(x) = f(x) + 0 = f(x), druhá rovnost plyne z faktu, že a + 0 = a pro všechna a ∈ R.

4. (f + (−g))(x) = f(x) + (−g)(x) = f(x) + (−1)g(x) = f(x) − g(x).

�

Zobrazeńı f + (−g) budeme značit f − g. Dı́ky posledńımu bodu předchoźı věty, je toto značeńı
rozumné, protože zobrazeńı f − g se skutečně chová, jako kdybychom ho definovali přeneseńım
operace rozd́ılu z reálných č́ısel na zobrazeńı podobně, jako jsme to udělali se sč́ıtáńım a násobeńım.

Podobné vlastnosti má i násobeńı, jak vypov́ıdá následuj́ıćı věta. Konstantńı zobrazeńı z
množiny X do množiny reálných č́ısel R, které každému x ∈ X přǐrad́ı 1, budeme značit 1̄,
tj. 1̄ = {(x, 1) ∈ X × R | x ∈ X}.

Věta 3 Necht’ f : X → R, g : X → R a h : X → R jsou zobrazeńı. Potom plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

1. Násobeńı zobrazeńı je komutativńı: fg = gf .

2. Násobeńı zobrazeńı je asociativńı: f(gh) = (fg)h.

3. Zobrazeńı 1̄ je neutrálńı prvek: f 1̄ = f .

4. Násobeńı zobrazeńı je distributivńı vzhledem ke sč́ıtáńı: f(g + h) = fg + fh.

Důkaz: U všech tvrzeńı dokazované věty máme ukázat rovnost dvou zobrazeńı. Podle Věty 1 stač́ı
ověřit, že pro libovolný prvek x z množiny X se hodnoty obou zobrazeńı v bodě x rovnaj́ı.

1. (fg)(x) = f(x)g(x) = g(x)f(x) = (gf)(x), druhá rovnost plyne z komutativity násobeńı
reálných č́ısel (tj. ab = ba pro všechna a, b ∈ R).

2. (f(gh))(x) = f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) = ((fg)h)(x), druhá rovnost plyne z asocia-
tivity násobeńı reálných č́ısel (tj. a(bc) = (ab)c pro všechna a, b, c ∈ R).

3. (f 1̄)(x) = f(x) 1 = f(x), druhá rovnost plyne z faktu, že a1 = a pro všechna a ∈ R.

4. (f(g + h))(x) = f(x) (g + h)(x) = f(x)(g(x) + h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x) = (fg)(x) +
(fh)(x) = (fg+fh)(x), druhá rovnost plyne z distributivity násobeńı reálných č́ısel vzhledem
ke sč́ıtáńı (tj. a(b + c) = ab + ac pro všechna a, b, c ∈ R).

�

Nakonec si ukážeme některé vlastnosti funkce cf .

Věta 4 Necht’ f : X → R, g : X → R jsou zobrazeńı a a, b reálná č́ısla. Potom plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:
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1. a(bf) = (ab)f .

2. (a + b)f = af + bf .

3. a(f + g) = af + ag.

4. 1f = f .

Důkaz: Všechna tvrzeńı jsou v podstatě zřejmá a asi byste je dokázali dokázat sami. �

2 Polynomy

V této části se budeme zabývat speciálńımi zobrazeńımi, které se nazývaj́ı polynomy nebo někdy
také mnohočleny. Začneme tedy definićı polynomu.

Definice 5 Zobrazeńı f : R → R se nazývá reálný polynom, pokud existuj́ı reálná č́ısla a0, a1, . . . , an

taková, že f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 pro všechna x ∈ R. Čı́sla a0, a1, . . . , an se

nazývaj́ı koeficienty polynomu. Fakt, že f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 stručně také

zapisujeme:

f(x) =

n
∑

i=0

aix
i . (2)

Podobně zobrazeńı g : C → C se nazývá komplexńı polynom, pokud existuj́ı komplexńı č́ısla
b0, b1, . . . , bn taková, že g(x) = bnxn + bn−1x

n−1 + · · · + b1x + b0 pro všechna x ∈ C.
Množinu reálných (komplexńıch) polynom̊u znač́ıme PR (PC).

Protože polynomy jsou zobrazeńı do množiny reálných č́ısel máme pro ně definovány operace
sč́ıtáńı, násobeńı a násobeńı reálným č́ıslem (viz Definice 4)3. Automaticky pro ně také plat́ı
všechny vlastnosti, které jsme dokázali ve Větách 2, 3 a 4. To, co ovšem nev́ıme je, jestli výsledky
těchto operaćı budou opět polynomy (jestli jsou takzvaně uzavřené na operace sč́ıtáńı, násobeńı
a násobeńı reálným č́ıslem). Např. pokud vynásob́ıme dva polynomy, v́ıme, že výsledek bude
zobrazeńı, ale nev́ıme, jestli to bude polynom.

Začneme nejdř́ıve s jednoduchým pozorováńım. Konstantńı zobrazeńı 0̄ je zřejmě polynom,
protože existuje reálné č́ıslo (koneckonc̊u i komplexńı) a0 = 0 takové, že 0̄(x) = a0 pro všechna
x ∈ R. Zobrazeńı 0̄ budeme tedy nazývat nulový polynom.

Pozorováńı 1 Necht’ f je reálný (komplexńı) polynom takový, že f(x) = anxn + · · · + a1x + a0.
Potom zřejmě pro všechna x z definičńıho oboru plat́ı

f(x) = anxn + · · · + a1x + a0 =

= 0xn+1 + anxn + · · · + a1x + a0 =

= 0xn+2 + 0xn+1 + anxn + · · · + a1x + a0 = · · ·

Pokud tedy bude potřeba m̊užeme výraz poč́ıtaj́ıćı hodnotu polynomu f v bodě x protáhnout o
libovolnou délku tak, že přidané koeficienty polož́ıme rovny nule. To se hod́ı zejména v př́ıpadě, kdy
chceme, aby dva r̊uzné polynomy měly stejný počet koeficient̊u.

Nyńı již můžeme dokázat, že polynomy jsou skutečně uzavřené na výše zmı́něné operace.

Věta 5 Necht’ f, g jsou reálné (komplexńı) polynomy a c je reálné (komplexńı) č́ıslo. Pak zobrazeńı
f +g, fg a cf jsou opět reálné (komplexńı) polynomy (jinými slovy množina polynom̊u je uzavřená
na operace sč́ıtáńı, násobeńı a násobeńı reálným č́ıslem).

3Podobně lze operace zavést i pro komplexńı polynomy.

12



Důkaz: Věta tvrd́ı, že zobrazeńı f + g, fg a cf jsou polynomy. Podle definice polynomu muśıme
tedy ukázat ve všech třech př́ıpadech existenci koeficient̊u. Protože f a g jsou polynomy můžeme
jejich hodnoty v bodě x vyjádřit takto:

f(x) = anxn + · · · + a1x + a0 =
n
∑

i=0

aix
i , g(x) = bnxn + · · · + b1x + b0 =

n
∑

i=0

bix
i . (3)

Podle Pozorováńı 1 jsme si mohli dovolit vyjádřit hodnoty polynomů f i g v bodě x se stejným
počtem koeficient̊u.

Nyńı dokážeme postupně, že f + g, fg a cf jsou polynomy. Začneme zobrazeńım f + g.

(f + g)(x) = f(x) + g(x) =

n
∑

i=0

aix
i +

n
∑

i=0

bix
i =

n
∑

i=0

(ai + bi)x
i .

Okomentujme předchoźı rovnosti. Prvńı rovnost je akorát definice sč́ıtáńı dvou zobrazeńı (viz
Definice 4). Druhá rovnost je dosazeńı za f(x) a g(x) podle rovnice (3). Posledńı rovnost plyne z
vlastnost́ı reálných (komplexńıch) č́ısel. Vid́ıme tedy, že hodnotu zobrazeńı f + g v bodě x jsme
schopni vyjádřit v takovém tvaru, v jakém ho udává rovnice (2). Zobrazeńı f + g je tedy polynom
a reálná (komplexńı) č́ısla a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn jsou jeho koeficienty.

Podobně ukážeme že zobrazeńı cf je polynom.

(cf)(x) = cf(x) = c

n
∑

i=0

aix
i =

n
∑

i=0

(cai)x
i .

Koeficienty polynomu cf tedy jsou č́ısla ca0, ca1, . . . , can.
Nakonec ukážeme, že i zobrazeńı fg je polynom.

(fg)(x) = f(x)g(x) =

(

n
∑

i=0

aix
i

)(

n
∑

i=0

bix
i

)

=

2n
∑

i=0

cix
i , (4)

kde pro k = 0, 1, 2, . . . , 2n je

ck = a0bk + a1bk−1 + · · · + ak−1b1 + akb0 =

k
∑

i=0

aibk−i .

Výraz na pravé straně rovnice (4) jsme dostali roznásobeńım závorek a sdružeńım člen̊u se stejnou
mocninou u x k sobě. Tzn. roznásobeńım tohoto výrazu (anxn+· · ·+a1x+a0)(bnxn+· · ·+b1x+b0).

�

Jednou ze základńıch charakteristik polynomu je jeho stupeň. Napǐsme si jeho definici.

Definice 6 Necht’ f je reálný nebo komplexńı polynom takový, že f(x) = anxn +an−1x
n−1 + · · ·+

a1x+a0 pro všechna x z definičńıho oboru. Stupeň polynomu f (označujme st f) je nejvěťśı m ∈ N

takové, že am 6= 0. Stupeň nulového polynomu 0̄ definujeme z technických d̊uvod̊u −1. Polynom
stupně 0 budeme nazývat konstantńı.

Věta 6 Necht’ f, g jsou polynomy t.̌z. f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑m

i=0 bix
i. Pak f = g p.t.k.

st f = st g a ai = bi pro všechna i ∈ {0, . . . , st f}.

Důkaz: Sporem: pokud m 6= n, pak prodlouž́ıme f a g na stejný počet koeficient̊u. Máme

n
∑

i=0

aix
i =

n
∑

i=0

bix
i
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n
∑

i=0

(ai − bi)x
i = 0

Existuje polynom h t.ž. h(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · · + c0 = 0 pro všechna x ∈ R(C). �

Věta 7 Necht’ f a g jsou polynomy. Pak plat́ı:

1. st f ± g ≤ max{st f, st g}.

2. st cf = st f pro c 6= 0.

3. st fg = st f + st g pokud f, g 6= 0̄.

Věta 8 Necht’ f, g jsou polynomy a g 6= 0̄. Pak ∃ jednoznačně určené polynomy p a z t.̌z. f = gp+z

a st z < st g.

Důkaz: �

Existence plyne z algoritmu děleńı polynomů. Jednoznačnost dokážeme sporem. Přepokladáme,
že existuj́ı polynomy p1, p2, z1, z2 t.ž. p1 6= p2 nebo z1 6= z2 a

f = gp1 + z1 , f = gp2 + z2 , st z1 < st g , st z2 < st g .

gp1 + z1 = gp2 + z2

g(p1 − p2) = z2 − z1

Protože p1 − p2 6= 0̄ a g 6= 0̄ máme:

st g(p1 − p2) = st g + st (p1 − p2) = st (z2 − z1) ≤ max{st z2, st z1} < st g

Jedině když st (p2 − p1) = −1, tj. p1 = p2. A tud́ıž

z2 − z1 = g(p1 − p2) = g0̄ = 0̄

�

Definice 7 Necht’ f, g jsou polynomy. Řı́káme, že f je dělitelný g (g děĺı f), pokud z = 0̄.

Př́ıklad na děleńı.

(2x5 − x4 + 4x3 + 3x2 − x + 1) : (x3 + x2 − x + 1)

3 Hornerovo schema

f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0

= (a4x + a3)x
3 + a2x

2 + a1x + a0

= ((a4x + a3)x + a2)x
2 + a1x + a0

= (((a4x + a3)x + a2)x + a1)x + a0

f(x0) = (((a4x0 + a3)x0 + a2)x0 + a1)x0 + a0
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b4 = a4

b3 = b4x0 + a3

b2 = b3x0 + a2

b1 = b2x0 + a1

b0 = b1x0 + a0

Pak
f(x0) = b0 , f(x) = (x − x0)(b4x

3 + b3x
2 + b2x + b1) + b0 .

a4 a3 a2 a1 a0

x0 b4x0 b3x0 b2x0 b1x0

b4 b3 b2 b1 b0

Př́ıklad:
2x4 − 3x3 + 5x2 − x + 6 , x0 = −2

4 Kořeny

Definice 8 Necht’ f je nenulový polynom. Reálné (komplexńı) č́ıslo c nazveme kořenem f , pokud
f(c) = 0.

Věta 9 Komplexńı č́ıslo c je kořenem polynomu f p.t.k. f je dělitelný polynomem x − c.

Důkaz:

(⇒) Necht’ f(c) = 0. f = (x − c)p + z a st z < st (x − c) = 1. Takže st z = 0 nebo st z = −1.
Polynom z je tedy konstatńı, tj. z(x) = b pro nějaké b ∈ R. Máme tedy:

f(x) = (x − c)p(x) + b

Protože c je kořen, dostaneme:

0 = f(c) = (c − c)p(c) + b = 0p(c) + b = b

(⇐) Necht’ f(x) = (x − c)p(x). Pak f(c) = (c − c)p(c) = 0. Takže c je kořen.

�

Definice 9 Necht’ f je polynom. Reálné (komplexńı) č́ıslo c nazveme k-násobným kořenem f ,
pokud k je nejvěťśı přirozené č́ıslo t.̌z. (x − c)k děĺı f . Čı́slo k se nazývá násobnost.

Věta 10 (Základńı věta algebry) Každý f ∈ PC t.̌z. st f ≥ 1 má alespoň jeden kořen.

Důsledek 1 Necht’ f ∈ PC t.̌z. st f = n ≥ 1 a f(x) =
∑n

i=0 aix
i. Pak

f(x) = an(x − c1)
k1(x − c2)

k2 · · · (x − cm)km ,

kde c1, . . . , cm ∈ C jsou všechny kořeny f a k1, . . . , km,m ∈ N takové, že n = k1 + k2 + · · · + km.

Důkaz: Inkukćı podle stupně.

1. Pro n = 1 plat́ı, protože a1x + a0 = a1(x + a0

a1

).
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2. Necht’ st f = n. Podle ZVA má f kořen, tj. f = (x − c)kp. Zřejmě

n = st f = st (x − c)k + st p = k + st p

st p = n − k

Z indukčńıho předpokladu:

p = b(x − c1)
k1 · · · (x − cm)km , n − k = k1 + · · · + km .

Dosazeńım:
f = (x − c)kp = b(x − c)k(x − c1)

k1 · · · (x − cm)km

Zřejmě b = an.

�

Věta 11 Necht’ f ∈ PC s reálnými koeficienty a c = a+bi je jeho k-násobný kořen. Pak c = a−bi

je také k-násobný kořen f .

Důkaz: Necht’ f(x) = anxn + · · · + a0. Pak

f(x) = anxn + · · · + a0 = an(x)n + · · · + a0 = an(x)n + · · · + a0 = f(x) .

Protože f(x) = f(x) a x = x, máme f(x) = f(x).

f(x) = f(x) = (x − c)k(bn(x)n + · · · + b0)

= (x − c)k(bn(x)n + · · · + b0)

= (x − c)k(bnxn + · · · + b0)

�

Důsledek 2 Necht’ f ∈ PR a st f je lichý. Pak f má alespoň jeden reálný kořen.

Věta 12 Necht’ f ∈ PR. Pak

f(x) = an(x − c1)
k1 · · · (x − cm)km(x2 + b1x + d1)

l1 · · · (x2 + brx + dr)
lr .

Důkaz:

f(x) = an(x − c1)
k1 · · · (x − cm)km

Když se (x− ci)
ki vyskytuje v rci nahoře, pak se (x− ci)

ki vyskytuje také. Můžeme je roznásobit:

(x − ci)
ki(x − ci)

ki = (x2 − (ci + ci)x + cici)
ki = (x2 − 2Re(ci)x + |ci|2)ki

�

Definice 10 Necht’ f ∈ PR. Řekneme, že f je ireducibilńı nad tělesem R, pokud neexistuj́ı g, h ∈
PR t.̌z. f = gh a st g, st h ≥ 1.

Důsledek 3 Nekonstatńı polynom f ∈ PR je ireducibilńı p.t.k. st f = 1 nebo st f = 2 a f má
pouze komplexńı kořeny.

Věta 13 Necht’ f(x) = anxn + · · ·+a0 je polynom stupně n a ai ∈ Z. Pokud f(p

q
) = 0, kde p

q
∈ Q

a p, q jsou nesoudělná, pak p děĺı a0 a q děĺı an.
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Důkaz: Dosad́ıme p

q
do f(x):

0 = f

(

p

q

)

= an

(

p

q

)n

+ an−1

(

p

q

)n−1

+ · · · + a1

(

p

q

)

+ a0

Vynásob́ıme qn:
anpn + an−1p

n−1q + · · · + a1pqn−1 + a0q
n = 0

Tud́ıž:
anpn = −q(an−1p

n−1 + · · · + a1pqn−2 + a0q
n−1)

a0q
n = −p(anpn−1 + an−1p

n−2q + · · · + a1q
n−1)

Takže q děĺı anpn a protože p, q jsou nesoudělná, děĺı i an. Podobně p děĺı a0. �

Př́ıklad:
3x4 − 2x3 + x2 − 2x + 6

p ∈ {±1,±2,±3,±6} , q ∈ {±1,±3}
p

q
∈ {±1,±2,±3,±6,±1

3
,±2

3
}

17


