
1 Lineárńı prostory konečné dimenze

Definice 1 Necht’ L je lineárńı prostor konečné dimenze, M a N jsou jeho podprostory.

Množinu 〈M ∪ N〉 nazýváme spojeńım podprostor̊u M a N a znač́ıme M ∨ N .

Spojeńı podprostor̊u M∨N je nejmenš́ı lineárńı podprostor lin. prostoru L, který obsahuje
M i N .

Věta 1 Necht’ L je lineárńı prostor konečné dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak

dimM + dimN = dim (M ∩ N) + dim (M ∨ N) .

2 Lineárńı zobrazeńı

Definice 2 Necht’ A : L1 → L2 je zobrazeńı a M ⊆ L1. Pak definujeme

A(M) = {y ∈ L2 | (∃x ∈ M)(A(x) = y)} .

Řı́káme, že zobrazeńı A je “na”, pokud A(L1) = L2. Řı́káme, že zobrazeńı A je “prosté”,

pokud pro všechny x1, x2 ∈ L1 t.̌z. x1 6= x2 plat́ı A(x1) 6= A(x2).

Definice 3 Necht’ L1, L2 jsou lineárńı prostory a A : L1 → L2 je zobrazeńı. Zobrazeńı A
nazýváme lineárńı, pokud pro všechna x, y ∈ L1 a α ∈ R plat́ı:

1. A(x + y) = A(x) + A(y),

2. A(α · x) = α · A(x).

Ekvivalentně se dá pojem lineárńıho zobrazeńı zavést tak, že řekneme, že je to takové zobra-
zeńı A : L1 → L2, které pro všechna x, y ∈ L1 a α, β ∈ R splňuje:

A(α · x + β · y) = α · A(x) + β · A(y) .

Pozorováńı 1 Pro lineárńı zobrazeńı A : L1 → L2 plat́ı A(o1) = o2, kde o1 je nulový vektor

L1 a o2 nulový vektor L2.

Důkaz: Máme A(o1) = A(0 · x) = 0 · A(x) = o2. �

Př́ıklad Necht’ Aϕ : R
2 → R

2 je zobrazeńı definované tak, že vektoru x přǐrad́ı vektor otočený
podle počátku o úhel ϕ. Pak Aϕ je lineárńı zobrazeńı.

Př́ıklad Necht’ L1 je lin. prostor všech diferencovatelných funkćı z R do R a L2 je lin. prostor
všech funkćı z R do R. Pak zobrazeńı D : L1 → L2 definované vztahem D(f) = f ′ je lineárńı
zobrazeńı, protože

D(f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = D(f) + D(g) , D(α · f) = (α · f)′ = α · f ′ = α · D(f) .

Definice 4 Necht’ L1, L2 jsou lineárńı prostory, o2 je nulový vektor v L2 a A : L1 → L2 je

lineárńı zobrazeńı. Množinu

kerA = {x ∈ L1 | A(x) = o2}

nazýváme jádrem lineárńıho zobrazeńı A.
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Věta 2 Jádro lineárńıho zobrazeńı A : L1 → L2 tvoř́ı lineárńı podprostor lin. prostoru L1.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ kerA a α ∈ R. Pak

A(x + y) = A(x) + A(y) = o2 + o2 = o2 .

Tzn. že x + y ∈ kerA. Podobně

A(α · x) = α · A(x) = α · o2 = o2 ,

tj. α · x ∈ kerA. �

Věta 3 Necht’ A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Množina A(L1) tvoř́ı lineárńı podprostor

lin. prostoru L2.

Důkaz: Necht’ y1, y2 ∈ A(L1) a α ∈ R. Pak existuj́ı x1, x2 ∈ L1 t.ž. A(x1) = y1 a
A(x2) = y2. Takže y1 + y2 = A(x1) + A(x2) = A(x1 + x2), tj. y1 + y2 ∈ A(L1). Po-
dobně α · y1 = α · A(x1) = A(α · x1), tj. α · y1 ∈ A(L1). �

Definice 5 Defekt lineárńıho zobrazeńı A : L1 → L2 je definován jako dim (kerA) a hodnost

lineárńıho zobrazeńı A je definována jako dimA(L1). Defekt A znač́ıme def A a hodnost A
znač́ıme hodA.

Věta 4 Necht’ L1, L2 jsou lineárńı prostory, (B) = (b1, . . . , bn) je usp. báze L1 a y1, . . . ,yn ∈
L2. Pak existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı A : L1 → L2 t.̌z. A(bi) = yi pro všechna

i ∈ {1, . . . , n}. Nav́ıc

A(x) = α1 · y1 + · · · + αn · yn , (1)

kde (α1, . . . , αn) jsou souřadnice vektoru x v bázi (B).

Důkaz: (1) Existence: ukážeme, že zobrazeńı definované vztahem (1) je lineárńı. Necht’

x1, x2 ∈ L1, (α1, . . . , αn) jsou souřadnice x1 v (B) a (β1, . . . , βn) souřadnice x2 v (B). Pak

x1 + x2 = α1 · b1 + · · ·+ αn · bn + β1 · b1 + · · ·+ βn · bn = (α1 + β1) · b1 + · · ·+ (αn + βn) · bn ,

γ · x1 = γ · (α1 · b1 + · · · + αn · bn) = (γα1) · b1 + · · · + (γαn) · bn .

Tzn. že souřadnice x1 + x2 v (B) jsou (α1 + β1, . . . , αn + βn) a souřadnice γ · x1 v (B) jsou
(γα1, . . . , γαn). Takže

A(x1 + x2) = (α1 + β1) · y1 + · · · + (αn + βn) · yn =

= α1 · y1 + · · · + αn · yn + β1 · y1 + · · · + βn · yn = A(x1) + A(x2) ,

A(γ · x1) = (γα1) · y1 + · · · + (γαn) · yn = γ · (α1 · y1 + · · · + αn · yn) = γ · A(x1) .

(2) Jednoznačnost: předpokládejme, že existuje lineárńı zobrazeńı B : L1 → L2 t.ž. B(bi) = yi

pro všechna i a x ∈ L1. Vektor x má nějaké souřadnice (α1, . . . , αn) v (B). Pak

B(x) = B(α1 ·b1 + · · ·+αn ·bn) = α1 ·B(b1)+ · · ·+αn ·B(bn) = α1 ·y1 + · · ·+αn ·yn = A(x) .

�
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Př́ıklad Vezměme př́ıklad lin. zobrazeńı Aϕ : R
2 → R

2 a standardńı bázi (B) = ((1, 0), (0, 1)).
Je jednoduché ověřit, že Aϕ(1, 0) = (cos ϕ, sinϕ) a Aϕ(0, 1) = (− sinϕ, cos ϕ). Pokud nás nyńı
zaj́ımá obraz libovolného vektoru (x, y) = x ·(1, 0)+y ·(0, 1), pak podle předchoźı věty máme:

Aϕ(x, y) = x · Aϕ(1, 0) + y · Aϕ(0, 1) =

= x · (cos ϕ, sinϕ) + y · (− sin ϕ, cos ϕ) = (x cos ϕ − y sinϕ, x sinϕ + y cos ϕ) .

Pozorováńı 2 Necht’ A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı a x1, . . . ,xn je LZ posloupnost v L1.

Pak i A(x1), . . . ,A(xn) je LZ.

Důkaz: Protože existuje netriviálńı lin. kombinace vektor̊u x1, . . . ,xn t.ž.

α1 · x1 + · · · + αn · xn = o1 ,

dostaneme

α1 · A(x1) + · · · + αn · A(xn) = A(α1 · x1 + · · · + αn · xn) = A(o1) = o2 .

�

Věta 5 Necht’ A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. A je prosté.

2. def A = 0.

3. Je-li x1, . . . ,xn LN posloupnost v L1, pak i A(x1), . . . ,A(xn) je LN.

Důkaz:

(1⇒2) Je-li A prosté, pak kerA = {o1}, tj. def A = 0.

(2⇒3) Pokud def A = 0, pak kerA = {o1}. Ukážeme, že A(x1), . . . ,A(xn) je LN. Řešme tedy
rovnici:

α1 · A(x1) + · · · + αn · A(xn) = o2 .

Z linearity A dostaneme:

A(α1 · x1 + · · · + αn · xn) = o2 ,

tj. α1 ·x1 + · · ·+ αn ·xn ∈ kerA. Takže α1 ·x1 + · · ·+ αn ·xn = o1. Protože x1, . . . ,xn

je LN, muśı platit α1 = · · · = αn = 0.

(3⇒1) Necht’ x, y ∈ L1 t.ž. x 6= y. Pak x − y 6= o1, tj. x − y je LN. Proto o2 6= A(x − y) =
A(x) −A(y). Takže A(x) 6= A(y).

�

Definice 6 Necht’ A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou zobrazeńı. Symbolem B ◦ A : L1 → L3

označujeme složené zobrazeńı, které je definováno (B ◦A)(x) = B(A(x)) pro všechny x ∈ L1.

3



Věta 6 Necht’ A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou lineárńı zobrazeńı. Pak i B ◦ A je lineárńı.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ L1 a α ∈ R. Pak

(B ◦ A)(x + y) = B(A(x + y)) = B(A(x) + A(y)) =

= B(A(x)) + B(A(y)) = (B ◦ A)(x) + (B ◦ A)(y) ,

(B ◦ A)(α · x) = B(A(α · x)) = B(α · A(x)) = α · B(A(x)) = α · (B ◦ A)(x) .

�

Definice 7 Identické zobrazeńı I : L → L je definováno I(x) = x.

Necht’ A : L1 → L2 je prosté zobrazeńı na L2. Pak inverzńı zobrazeńı A−1 : L2 → L1 je

takové zobrazeńı, které splňuje A−1 ◦ A = I.

Zobrazeńı A−1 : L2 → L1 existuje právě jedno, je prosté a na.

Věta 7 Je-li prosté zobrazeńı A : L1 → L2 na L2 lineárńı, pak A−1 je také lineárńı.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ L2 a α ∈ R. Pak existuje právě jeden vektor a ∈ L1 t.ž. A(a) = x

a právě jeden vektor b ∈ L1 t.ž. A(b) = y. Takže A−1(x) = a a A−1(y) = b. Nav́ıc
A(a + b) = A(a) + A(b) = x + y. Takže

A−1(x + y) = a + b = A−1(x) + A−1(y) .

Nakonec A(α · a) = α · A(a) = α · x. Takže

A−1(α · x) = α · a = α · A−1(x) .

�

3 Izomorfńı lineárńı prostory

Definice 8 Zobrazeńı A : L1 → L2 nazýváme izomorfismus, pokud je prosté a na. Řı́káme, že

dva lineárńı prostory L1, L2 jsou izomorfńı, pokud existuje izomorfismus A : L1 → L2. Tento

fakt znač́ıme L1
∼= L2.

Poznámka 1 Necht’ A : L1 → L2 je izomorfismus. Pak A−1 : L2 → L1 existuje a je také

izomorfismus.

Věta 8 Každý lineárńı prostor L dimenze n je izomorfńı s lineárńım prostorem R
n.

Důkaz: Protože dimL = n, existuje usp. báze (B) = (b1, . . . , bn) lin. prostoru L. Definujme
zobrazeńı A : L → R

n takto: A(x) = (α1, . . . , αn), kde (α1, . . . , αn) jsou souřadnice x v (B).
Ukážeme, že A je lineárńı. Necht’ γ ∈ R, x, y ∈ L, (α1, . . . , αn) jsou souřadnice x v (B) a
(β1, . . . , βn) jsou souřadnice y v (B). Pak

x + y = α1 · b1 + · · · + αn · bn + β1 · b1 + · · · + βn · bn = (α1 + β1) · b1 + · · · + (αn + βn) · bn ,
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γ · x = γ · (α1 · b1 + · · · + αn · bn) = (γα1) · b1 + · · · + (γαn) · bn .

Tzn. že souřadnice x + y v (B) jsou (α1 + β1, . . . , αn + βn) a souřadnice γ · x v (B) jsou
(γα1, . . . , γαn). Takže

A(x + y) = (α1 + β1, . . . , αn + βn) = (α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = A(x) + A(y) ,

A(γ · x1) = (γα1, . . . , γαn) = γ · (α1, . . . , αn) = γ · A(x) .

Protože jsou souřadnice určeny jednoznačně, tak jediný vektor, který má v (B) souřadnice
(0, . . . , 0) je o. Tzn. že kerA = {o}, tj. def A = 0. Takže A je prosté. Nakonec A je i na,
protože ke každé n-tici (α1, . . . , αn) existuje x ∈ L t.ž. A(x) = (α1, . . . , αn), konkrétně vektor
x = α1 · b1 + · · · + αn · bn. �

Definice 9 Necht’ L je lin. prostor, (B) jeho báze a dimL = n. Pak [ ]B : L → R
n je izo-

morfismus definovaný [x]B = (α1, . . . , αn), kde (α1, . . . , αn) jsou souřadnice x v bázi (B). K

němu inverzńı izomorfismus budeme značit ( )B : R
n → L, tj. (α1, . . . , αn)B = x.

Př́ıklad Necht’ L je lin. prostor polynomů stupně nejvýše 2 a (B) = (x2, x, 1) je jeho báze.
Pak L je izormorfńı s R

3 a

[a2x
2 + a1x + a0]B = (a2, a1, a0) , (a2, a1, a0)B = a2x

2 + a1x + a0 .

Věta 9 Necht’ A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou izomorfismy. Pak i B ◦ A : L1 → L3 je

izomorofismus.

Důkaz: Zobrazeńı B◦A je lineárńı. Nav́ıc je i prosté, protože složeńı dvou prostých zobrazeńı
je prosté. Ukážeme, že je na. Protože A(L1) = L2 a B(L2) = L3 máme

(B ◦ A)(L1) = B(A(L1)) = B(L2) = L3 .

�

Věta 10 Dva lineárńı prostory L1, L2 konečné dimenze jsou izomorfńı p.t.k. maj́ı stejnou

dimenzi.

Důkaz: Necht’ dimL1 = dimL2 = n. Pak L1
∼= R

n a L2
∼= R

n, tj. existuj́ı izomorfismy
A : L1 → R

n a B : L2 → R
n. Takže B−1 ◦ A : L1 → L2 je izomorfismus.

Necht’ A : L1 → L2 je izomorfismus, B1 je báze L1 a B2 báze L2. Protože izomorfismus
převád́ı LN vektory na LN vektory, máme |B1| = |A(B1)| ≤ |B2|. Vzhledem k tomu, že A−1

je také izomorfismus, máme |B2| = |A−1(B2)| ≤ |B1|. Takže |B1| = |B2|, tj. dimL1 = dim L2.
�

5



4 Matice lineárńıho zobrazeńı

Pozorováńı 3 Necht’ A je matice typu (m, n). Pak zobrazeńı A : R
n → R

m definované vzta-

hem

A(x) = A · x

je lineárńı.

Věta 11 Necht’ L1, L2 jsou lin. prostory, (B) = (b1, . . . , bn) je báze L1 a (C) = (c1, . . . , cm)
je báze L2. Necht’ A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı a A je matice, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı vektory

[A(b1)]C , . . . , [A(bn)]C . Pak ∀x ∈ L1 plat́ı:

[A(x)]C = A · [x]B .

Důkaz: Necht’ x ∈ L1 a [x]B = (α1, . . . , αn), tj. x = α1b1 + · · · + αnbn. Pak

A(x) = A(α1b1 + · · · + αnbn) = α1A(b1) + · · · + αnA(bn) .

Protože [ ]C je lineárńı zobrazeńı dostaneme:

[A(x)]C = [α1A(b1) + · · · + αnA(bn)]C = α1[A(b1)]C + · · · + αn[A(bn)]C = A · [x]B .

�

Matici A z posledńı věty ř́ıkáme matice lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k báźım (B) a (C).

Lemma 1 Necht’ A : L1 → L2 je linearńı zobrazeńı a x1, . . . ,xn ∈ L1. Pak

A(〈x1, . . . ,xn〉) = 〈A(x1), . . . ,A(xn)〉 .

Důkaz: Necht’ y ∈ L2. Potom y ∈ 〈A(x1), . . . ,A(xn)〉 p.t.k. pro nějaké α1, . . . , αn ∈ R máme

y = α1A(x1) + · · · + αnA(xn) = A(α1x1 + · · · + αnxn) .

A to je ekvivalentńı tvrzeńı, že y ∈ A(〈x1, . . . ,xn〉). �

Věta 12 Necht’ L1, L2 jsou lin. prostory konečné dimenze, A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı,

(B) je báze L1 a (C) je báze L2. Pak pro matici A lin. zobr. A vzhledem k báźım (B) a (C)
plat́ı hodA = hodA.

Důkaz: Necht’ (B) = (b1, . . . , bn) a dim L2 = m. Pak

hodA = dimA(L1) = dimA(〈b1, . . . , bn〉) = dim 〈A(b1), . . . ,A(bn)〉 .

Posledńı rovnost plyne z předchoźıho lemmatu. Protože [ ]C : L2 → R
m je izomorfismus,

je linearńı obal 〈A(b1), . . . ,A(bn)〉 izomorfńı linearńımu prostoru [〈A(b1), . . . ,A(bn)〉]C , což
opět podle předchoźıho lemmatu je rovno linearńımu obalu 〈[A(b1)]C , . . . , [A(bn)]C〉. Takže
nakonec dostaneme následuj́ıćı rovnosti:

dim 〈A(b1), . . . ,A(bn)〉 = dim 〈[A(b1)]C , . . . , [A(bn)]C〉 = hodA .

�
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Věta 13 Necht’ L1, L2 jsou lin. prostory konečné dimenze, A : L1 → L2 je lin. zobrazeńı. Pak

dimL1 = hodA + def A .

Důkaz: Necht’ dimL1 = n a A je matice lin. zobrazeńı A vzhledem k báźım (B) a (C). Nulové
vektory prostor̊u L1, L2, R

n budeme značit postupně o1, o2, o. Protože hodA = hodA, stač́ı
ukázat, že def A = n−hodA. Necht’ M0 = {u ∈ R

n | A·u = o}. Vı́me, že dim M0 = n−hodA.
Ukážeme, že M0

∼= kerA, tj. def A = dim kerA = dimM0 = n − hodA. Stač́ı tedy naj́ıt
izomorfismus z kerA na M0. Ukážeme, že zobrazeńı B : kerA → M0 definované předpisem
B(x) = [x]B, je onen izomorfismus. Zobrazeńı B je tedy jen restrikce zobrazeńı [ ]B : L1 → R

n

na menš́ı definičńı obor kerA. Zobrazeńı B je tedy prosté. Zbývá ukázat, že (1) M0 je jeho
obor hodnot (tj. B(kerA) ⊆ M0) a (2) B je na M0.

(1) Necht’ x ∈ kerA. Pak A(x) = o2. Takže

A · B(x) = A · [x]B = [A(x)]C = [o2]C = o ,

tj. B(x) ∈ M0.

(2) Necht’ u ∈ M0. Pokud ukážeme, že (u)B ∈ kerA, tak máme vyhráno, protože B((u)B) =
[(u)B]B = u (zobrazeńı [ ]B a ( )B jsou vzájemně inverzńı izomorfismy). Máme

[A((u)B)]C = A · [(u)B]B = A · u = o .

Aplikaćı izomorfismu ( )C a předchoźı rovnosti, dostaneme

A((u)B) =
(

[A((u)B)]C
)

C
= (o)C = o2 ,

tj. (u)B ∈ kerA.

�

Věta 14 Necht’ L1, L2, L3 jsou lin. prostory konečné dimenze, A : L1 → L2 a B : L2 → L3

jsou lin. zobrazeńı. Dále necht’ (B), (C), (D) jsou postupně báze L1, L2, L3, A je matice A
vzhledem k báźım (B) a (C), a B je matice B vzhledem k báźım (C) a (D). Pak matice B ·A
je matice lin. zobrazeńı B ◦ A vzhledem k báźım (B) a (D).

Důkaz: Muśıme ukázat, že sloupce matice B·A jsou obrazy bázových vektor̊u z (B) vyjádřené
v bázi (D) přes zobrazeńı B ◦ A. Necht’ (B) = (b1, . . . , bn). Pak

[B(A(bi))]D = B · [A(bi)]C = B · (A · [bi]B) = (B · A) · [bi]B .

Protože [bi]B = (0, . . . , 1, . . . , 0) je vektor samých nul, akorát na i-té pozici je 1. Dostaneme,
že (B · A) · [bi]B neńı nic jiného než i-tý sloupec matice B · A. �

Věta 15 Necht’ L1, L2 jsou lin. prostory konečné dimenze, A : L1 → L2 je izomorfismus a A

je matice A vzhedem k báźım (B) a (C). Pak A
−1 existuje a je matićı A−1 vzhledem k báźım

(C) a (B).
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Důkaz: Když je A je izomorfimus, pak dimL1 = dimL2 = n a def A = 0. Takže A je typu
(n, n) a je regulárńı, protože hodA = hodA = dimL1 −def A = n. Necht’ (C) = (c1, . . . , cn).
Ukážeme, že i-tý sloupce matice A

−1 je roven [A−1(ci)]B. Máme

A · [A−1(ci)]B = [A(A−1(ci))]C = [ci]C .

Po vynásobeńı posledńı rovnosti matićı A
−1 dostaneme:

[A−1(ci)]B = A
−1 · [ci]C .

Protože [ci]C = (0, . . . , 1, . . . , 0) je vektor samých nul, akorát na i-té pozici je 1. Dostaneme,
že (A−1) · [ci]C neńı nic jiného než i-tý sloupec matice A

−1. �

5 Transformace souřadnic

Věta 16 Necht’ L je lin. prostor konečné dimenze, I : L → L je identické zobrazeńı a (B), (C)
jsou dvě báze L. Pak pro matici I lin. zobrazeńı I vzhledem k báźım (B) a (C) plat́ı:

[x]C = I · [x]B ,

pro každý x ∈ L.

Důkaz:

[x]C = [I(x)]C = I · [x]B .

�

Matice I tedy přepoč́ıtává souřadnice z báze (B) do báze (C). Nav́ıc I je typu (n, n), kde
n = dimL.

Definice 10 Matice I z předchoźı věty se nazývá matice přechodu od báze (C) k bázi (B).

Pořad́ı báźı v definici matice přechodu je motivováno následuj́ıćım faktem. Necht’ (B) =
(b1, . . . , bn). Pak i-tý sloupec matice I je [I(bi)]C = [bi]C , tj. pokud známe bázi (C), pak
sloupce matice I nám ř́ıkaj́ı, jak naj́ıt bázové vektory z (B).

Věta 17 Necht’ L je lin. prostor konečné dimenze n, I : L → L je identické zobrazeńı a

(B), (C) jsou dvě báze L. Pak matice přechodu I od báze (C) k bázi (B) je regulárńı a matice

I
−1 je matice přechodu od báze (B) k bázi (C).

Důkaz: Protože I je izomorfismus, je matice I regulárńı. Nav́ıc podle Věty 15 je I
−1 ma-

tićı lin. zobrazeńı I−1 vzhledem k báźım (C) a (B). Protože I−1 = I, je matice I
−1 matićı

přechodu od báze (B) k bázi (C). �
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