1 Komplexni ¢isla

Mnozinu v8ech uspofadanych dvojic (z,y) redlnych éisel z, y nazyvame mnozi-
nou komplexnich ¢isel C, jestlize pro kazdé dvé takové dvojice (z1, 1), (22, y2)
je definovana rovnost, séitani a nasobeni nasledovné:

1. (x1,91) = (x2,y2) pravé tehdy kdyz z1 = 25 a y1 = ys,
2. (z1,91) + (z2,92) = (z1 + 22,91 + ¥2),

3. (w1,y1)(22,92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

Jestlize budeme mnluvit obecné o néjakém komplexnim ¢isle, budeme ho
znacit jednim pismenem z = (z,y), kde £ = Re z se nazyva redlnd ddst a
y = Im z imagindrni cast.

Ztotoznéme dvojici (x,0) s redlnym ¢éislem x. Neni tezké podle definice ope-
raci ovérit, ze s takovymi dvojicemi pocitame stejné jako s redlnymi ¢isly. Dale
oznatme j = (0,1) a nazvéme tuto dvojici imagindrni jednotkou. Potom libo-
volnou dvojici mizeme vyjadrit takto:

(xvy) = (x,O) + (Ovy) = (x70) + (07 1)(y>0) =z+jy,

coz odpovida bézné pouzivanému zapisu komplexniho ¢isla v takzvaném kar-
tézském tvaru. Proto budeme v dal$im textu pro dvojici (z,y) pouzivat tohoto
znaleni. Specidlné 0 = (0,0) a 1 = (1,0).

Takto definovany algebraicky systém (mnoZina + operace) tvoii téleso, t.j.
spliiuje nasledujici zakony:

Z3ikon komutativni

ZH+w = w+ =z,
2w = wz.
Zakon asociativni
z+(w+v) = (z4+w)+wv,
z(wv) = (zw)v.
Zakon distributivni
zlw+v) = zw+zv.
Neutralni prvky
0+z = =z,
lz = =z

Inverzni prvky



1. Pro vSechny z,w € C existuje pravé jedno v € C tak, ze plati z+v =
w. Cislo v nazyvame rozdil a zna¢ime v = w— 2. Specialné 0—z = —z
se nazyva Cislo opacné k ¢islu z.

2. Pro vSechny z,w € C, z # 0, existuje pravé jedno v € C tak, ze plati
zv = w. Cislo v nazyvame podil a zna¢ime v = - Specidlné % =z1
se nazyva reciproké ¢islo k ¢islu z.

Priklad 1.1 Necht z = x1 + jy1 a w = x5 + jys. Pak rozdil w — 2 = x5 —
x1 + j(y2 — y1). Déle pfedpokadejme, Ze z # 0. Chceme dokédzat, ze podil ¥ je

jednoznac¢né definovan a nalézt jeho kaztézsky tvar. Oznac¢me %2 = a + jb. Pak

pro podil musi platit:
w . .
w=z-= (z1+ jy1)(a+jb).
Po dosazeni za w a vynésobeni pravé strany dostéavame tedy:

T2 + jy2 = w10 — y1b + j(z1b + y10a) .

Z definice rovnosti komplexnich ¢isel dostaneme soustavu linearnich rovnic, kde
a,b jsou neznamé:

xla_ylb = T2,

na+zb = ya.

Z linearni algebry vime, Ze soustava méa pravé jedno feSeni pokud determinant
matice soustavy je nenulovy, t.j.

1 —U1

2 2
=x7 + 0.
v T 1ty #

Protoze jsme ale predpokladali, ze z # 0, musi alespon jedno ¢islo z x1 a y;
byt nenulové a tudiz 22 + y? # 0. Tim jsme dokézali, ze je podil jednoznaéné
definovan. Hodnoty a a b mizeme vyjadrit potom napf. pomoci Kramerova
pravidla:

T2 —Y1
Y2 T | izt iy
a= = 2. .2
rT1 —Y1 ]+ Y1
y
1 X2
b= Y1 Y2 | T1y2 — X2l
= — = 2 2
T~ i+ yp
Yy 1
Mame tedy:
w_ TiZrtYiye | T1Y2 — Tayi
z 2t + yi ot + yi



Priklad 1.2 DokazZte:

1.
2.
3.
4.

j2 = —1; j2 = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1,

PB=—gi P =% =1 =,
Pl === = (1) =1,
Jr =gt 1€ {0,1,2,3); jn = j4H = j4jl = (j4kjl = k50 = .

Cislo komplexné sdruzené k &islu z = x + jy zna¢ime Z a definujeme:

Z=x—jy.

Tvrzeni 1.3 1. Re z = &=,

2

2. Im z = Z;f,

3. Z=2z,

4. 2+w=7Z+w,

5. Zw = 7w,

6. (%):%pmz#o
DUKAZ

2.

3.
4.

z+Z=(z+jy) + (r — jy) = 2z = 2Re z,

2=z =(z+jy) — (z —jy) = 2jy = 2jIm 2,

Z=atjy=x—jy=x—(—jy) =z +jy =2,

24w = (1 +jy1) + (X2 +jyo) =21+ 22+ j(yr +y2) = v1+x2—j(y1 +
Yo) = T1 — jy1 + T2 — jy2 = Z — W,

domaéci tkol,

protoze (%) = w(1) = w(1), sta¢i ukézat ze (1) = 1, zbytek domaci
tkol. O

Absolutni hodnotu (modul) komplexniho ¢isla z = « + jy definujeme:

A=V

Tvrzeni 1.4 1. |z| = 0 prdvé tehdy kdyz z = 0 a |z| > 0 pravé tehdy kdyz

2.

z#0.

|2l = [z = | — .



3. |Re z| < |z|, Im z| < |z].
4. |zl =V2z.
5. |zw| = |z]|w].

6. |%’—Mpmz7é0.

KL

7. |z +w| < |z| + |w| (trojihelnikovd nerovnost).
8. [lz| = [wl| < |z — wl.
DUKAZ:

1.-3. Ziejmé.

4. Vaz = /(@ +jy) (= — jy) = Va2 + 9 + jlzy —xy) = /22 + 3% = |2].

5. |zw| =/ (z2w)(2w) = /(zw)(ZW) = /(%) (ww) = |2||w].

6. Domaci ukol.

7. 24+w?=C+w(iz+w) = (z+w)(Z+W) = 22+ w0 + 20 + 2w =
|22 + |w|? + ww + 2w + Zw. VSiméme si, Ze Zw je komplexnd sdruzené &islo
k ¢islu 2w, protoze 2w = Zzw = zw. Déle podle Tvrzeni 1.3(1) dostavame
20 + Zw = 2w + zw = 2Re(2w). Miizeme tedy pokracovat |z + w|? =
|2+ |w|*+2Re(2w) < [2]*+|w[*+2|2w] = |2]*+|w[*+22||w] = (|2]+|w])?
(kde jsme vyuzili Tvrzeni 1.4(3, 5, 2). Mame tedy |z + w|? < (|z] + |w|)?.
Protoze |z + w| a |z| + |w]| jsou nezdpornd redlna ¢isla, mizeme nerovnici
odmocnit a dostavame |z + w| < |z| + |w].

8. Domaci ukol. O

Pomoci komplexné sdruzeného ¢isla z a modulu komplexniho ¢isla z mizeme
uspornéji vyjadrit podil komplexniho ¢isla w a z, z # 0:
w wz wz

z 2z R
Piiklad 1.5 ‘ . . ,
3+72  (3+52)(5—4)  17+47
5+ 5+ 4 26

Protoze komplexni ¢isla jsou usporadané dvojice realnych cisel, mizeme
kazdé komplexni ¢islo z = = + jy = (z,y) reprezentovat bodem v roviné o
soufadnicich x a y nebo vektorem z pocatku do tohoto bodu. V§iméme si, ze
s¢itani a odcitani komplexnich ¢isel vskutku odpovida séitani a odéitani odpo-
vidajich vektora.



Bod v roviné o soutadnicich z a y miizeme ovSem popsat i pomoci polarnich
soufadnic, t.j. pomoci vzdalenosti r od pocatku a thlu ¢, ktery svird vektor
(z,y) a vektor (1,0). Potom plati:

T =rcosp, y=rsiny. (1)

Pokud (x,y) = (0,0) je r = 0 a uvedené rovnice plati pro libovolny thel ¢.
Odtud tedy plyne, ze kazdé komplexni ¢islo z = x + jy = rcosy + jrsing,
kde r je vzdalenost od pocatku r = y/x?2 +y? = |z|. Dostavame tedy tzv.
goniometricky tvar Cisla z:

z = |z|(cosp + jsingp).
Vyuzijeme-li Eulertiv vztah: cos + jsin ¢ = /¢, dostaneme tzv. ezponen-
cialnt tvar: .
z=|z|e??.
Je-li z # 0, pak mnozina vSech thla splitujici rovnice 1 se nazyva arqument

komplexniho ¢isla z a znaéi se Arg z. Pokud ¢ € Arg z a ¢ € (—m, 7) oznacime
p = arg z a nazyvame ho hlavni hodnotou argumentu z. Ziejmé plati:

Arg z ={argz+ 2kn | k € Z}.

Déle je zfejmé, ze hodnotu arg z miZeme spocitat pomoci funkce arctan, mu-
sime, ale nejprve zjistit v jakém kvadrantu se ¢islo z nachazi a podle toho upravit
vypocet.

Jind moznost jak hodnotu arg z vyjadrit je nasledujici:

Im z
arg 2 — 2arctan‘z‘+Rez, z& M,
T, z€M,

kde M = {z € C | Im z = 0, Re z < 0}. Promyslete si, pro¢ pfedchozi vztah
plati!

Priklad 1.6 Dokazte, Ze plati:

1.
eIP1piP2 — i(P1te2) ,
2. )
JP1
6‘ — ej(sorw) .
eJP2
RESEN{
1.
e1P1eI¥2 = (cos i + jsinp1)(cos vy + jsin o)

(cos 1 cos pa — sin 1 sin @y) + j(sin 1 cos g — cos 1 sin @s)

cos(p1 + p2) + jsin(p1 + @2)
ej(¢1+¢2) .



2. Staci dokéazat e%, =eJ%,
1 1 _cosp — jsing
cosp+jsing  cos? p + sin® p

ej%f’
cos p — jsinp = cos(—y) + jsin(—¢)

e ¥,

7 ptedchziho ptikladu plyne, Ze exponenciadlni tvar komplexniho ¢isla je
vhodny pro vypocet nasobeni a déleni komplexnich ¢isel, protoze plati:

Zw |z|e7?t |w|ei¥? = \z||w|ej(¢’1+“"2),
|w|ej<p2 — ‘w|ej(<ﬂ2*¢1)'

w

z e T

Pti nésobeni tedy jenom vynasobime moduly a seéteme argumenty a pii dé-
leni vydélime moduly a odeéteme argumenty. Specialné pro kladna cela c¢isla n

dostavame 2" = (|z|e??)" = |z|"eI™P.



