1 Uzavrena Gaussova rovina a jeji topologie

Podobné jako redlné cisla rozsitujeme o dva body oo a —oo, rozsifujeme také
mnozinu komplexnich ¢isel. Nepridavame vSak dva body nybrz jen jeden. Ten
budeme znadit co a budeme ho nazyvat bodem v nekoneénu. Mnozinu C U {oco}
oznac¢ime symbolem C* a nazveme ji uzavienou Gaussovou rovinou.

Pro bod nekonec¢no definujeme néasledujici operace:

1. pro vSechna komplexni éisla z definujeme |z| < oo,
. Joo] = o0,
. Z24+00=00+ z= o0 pro viechna z € C,

. 200 = 00z = oo pro vSechna z € C*\ {0},

. 2/0 = oo pro vSechna z € C*\ {0},

2

3

4

5. z/o0o = 0 pro vSechna z € C,
6

7. 00/z = oo pro vSechna z € C,
8

L00=1, 00" = 1.

Abychom mohli vyjadrit blizkost néjakého komplexniho ¢isla z komplexnimu
¢islu zg, definujeme e-okoli bodu zp:

U(zg,e) ={z€C||z— 2| <e}.

Geometricky vyjadieno pfedstavuje mnozina U(zg, €) vnitfek kruhu se stfedem v
bodé zy a polomérem ¢. Jak se pozdéji ukaze je také ticelné zavést tzv. prstencové
e-okoli bodu zp:

P(z9,¢) = U(20,¢) \ {20} -

Prstencové e-okoli je tedy e-okoli s vyjmutym stiedem.
Nakonec dodefinujeme jesté e-okoli bodu v nekoneénu oo, abychom mohli
popsat, ze se blizime k oo:

1
U(co,e) ={z€C" | |z| > g}

Geometricky vyjadfeno predstavuje mnozina U (0o, €) vnéjsek kruhu se stfedem
v pocatku o poloméru . Je ziejmé, ze pokud budeme £ zmensovat k 0, poroste
polomér tohoto kruhy nade vSechny meze.

2 Posloupnosti komplexnich cisel
V této casti zavedeme pojem posloupnosti komplexnich ¢isel a pojem limity

posloupnosti komplexnich ¢isel. Posloupnost komplexnich ¢isel je néjaka funkce
f N — C, ktera prifazuje kazdému prirozenému ¢islu néjaké komplexni ¢islo:

F), £(2), £(3),--., f(n), ...



Protoze defini¢ni obor kazdé takové funkce je stejny, zjednodusSujeme zapis po-
moci indexu:
Z15 22y %3y oy ”myeee

nebo také zkracené piseme {z, }°2 ;. Geometricky je mozné si posloupnost {z,}52 ;
predstavit jako mnozinu bodt z, v roviné, které jsou ocislovany pfirozenymi
Cisly.

Definice 2.1 Rekneme, Ze posloupnost {z,}%° ; mé limitu z € C* (nebo kon-
verguje k bodu z € C*), jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro
v8echna prirozena ¢isla n > ng plati z, € U(z,¢).

Jsou-li tyto podminky splnény, piseme:

lim z, = z.

n—oo
Ujasnéme si, co tato definice vyjadruje. Pokud posloupnost méa limitu z, zna-
mené to, ze pro kruh s libovolnym kladnym polomérem ¢ se stiedem v bodé z,
jsme schopni nalézt takovy index ng, ze vSechny body s indexem vyssim nez ng
uz musi leZet uvnitt tohoto kruhu.

Jinymi slovy to znamend, ze jsme schopni dostat se body této posloupnosti
libovolné blizko bodu z. Jesté jinak ekvivalentné feceno: pro kazdy kruh s klad-
nym polomérem ¢ se stfedem v bodé z plati, Ze mimo tento kruh se mtze nalézat
pouze koneéné mnoho bodt posloupnosti (a tudiz uvnité nekoneéné mnoho).

Véta 2.2 Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

DUKAZ: Promysleme si, ze dikaz plyne okamzité z definice limity. Pfedpokla-
dejme, ze pro néjakou posloupnost existuje vice nez jedna limita (tedy alespori
dvé riizné). Vezméme tedy dvé rizné limity a oznacme je z a w. Vezmeme-li
dostateéné malé poloméry (napf. |z — w|/2) miZzeme nalézt dva kruhy K, a
K, se stfedy v z a w tak, ze nemaji zadny spoleény vnitini bod. Jak jsme po-
znamenali vySe, z definice limity plyne, Ze uvnitt kruhu K, se musi vyskytovat
nekoneéné mnoho bodt posloupnosti a vné jen koneéné mnoho, ale stejné tvr-
zeni plati podle pfedpokladu i pro K,,, coz je spor, protoze vnitiky kruhtt K, a
K, nemaji zadny spole¢ny bod (nakreslete si obrazek!). m]

Vsimnéme si jedné uzitecné vlastnosti limit. Pojem limity je natolik silny, ze
pokud m4 posloupnost {z, }52 ; limitu, lim,_,« 2, = 2, bude jiz kazda jeji pod-
posloupnost konvergovat ke stejnému z. Podposloupnost posloupnosti {z,}2 ;
je pro nas takova posloupnost, kterd vznikne odebranim koneéné nebo nekonecné
mnoha prvkl posloupnosti {z,}52 ; tak, Ze zbude stéle jesté nekoneéné mnoho
¢lenti. Typicky koneé¢nym odebranim mize byt vypusténi pocate¢niho segmentu,
t.j. uvazujeme jen prvky s indexem vysSim nez néjaké prirozené ¢islo. Odebrani
nekonecné mnoha prvkit miuzeme ukazat napf. na podposloupnosti vzniklé ode-
branim vSech prvka s lichym indexem, dostaneme tedy zs, 24,26, - -, 220, - - -
NapiSme jesté definici podposloupnosti formalné.



Definice 2.3 Necht {z,}52, je posloupnost komplexnich ¢isel. Potom podpo-
sloupnosti posloupnosti {z,}°2 ; mame na mysli nasledujici posloupnost:

{Zg(k)}zozl )

kde g : N — N je néjaka rostouci funkce. Funkce g vybira prvky této podpo-
sloupnosti, t.j. kazdému k € N pfifadi index prvku posloupnosti {z, }5° , ktery
nechceme odebrat.

Véta 2.4 Je-lilim, .o 2, = z, pak pro kaZdou podposloupnost {zy) }72, plati:

Jm Zg) = 2.
DUKAZ: Musime ukazat, Zze uvniti kazdého kruhu s kladnym polomérem e se
stiedem v bodé z lezi nekoneéné mnoho prvki podposloupnosti {zg ) 72, . Pro-
toze lim, . 2, = 2z, vime, Ze uvnitt kazdého takového kruhu lezi nekonecné
mnoho prvka posloupnosti {z,}52; a vné jen koneéné mnoho popf. zadny.
Odebereme-li néjaké prvky posloupnosti {z,}52 , je zfejmé, ze mezi koneéné
mnoha body vné kruhu muze zistat maximélné konecné mnoho bodt pod-
posloupnosti {zyx)}32,. Protoze ale podposloupnost {z4)}32; méa nekonecné
mnoho bodt, musi jich uvnitf kruhu lezet nekone¢né mnoho. Coz znamena, ze
{zn}nZ1 @ {24k }32 1 maji stejnou limitu. O

Pozor ale! Pokud vime, Ze néjaka podposloupnost {zx)}z2; konverguje k
bodu z, nemtzeme o konvergenci posloupnosti {z,}52 ; nic fict. Napf. podpo-
sloupnost lichych ¢lenti posloupnosti {(—1)"}2° ; m4 limitu —1, kdeZto posloup-
nost {(—1)"}22; limitu nem4. Nicméné plati nésledujici véta.

Véta 2.5 Vznikne-li podposloupnost {zyi) }72, z posloupnosti {z, }5>, odebrd-
nim jen konecné mnoha clent a limy .o 2g(x) = 2, pak lim, . 2, = 2.

DUKAZ: Protoze {zy)}pe, vznikla odebranim kone¢né mnoha clent, mizeme
nalézt “posledni” odebrany ¢len z,, (t.j. pro vSechny odebrané ¢leny z, mame
n < m). Sestavme nyni novou podposloupnost {zj ) }72, tak, ze h(k) = m +k.
Podposloupnost {zp(x}32; obsahuje tedy cleny 2y 41, Zm42, Zm+3, - .. Potom je
ziejmé, ze {2k tre, je podposloupnost nejen {z,}52; ale i {zy) 172, -

Jelikoz limg oo zy(k) = 2, dostaneme z Véty 2.4, Ze také limy .o 21y = 2-
Tedy pro kazdé € > 0 existuje index kg takovy, ze pro vSechna k > kg plati
Zn(k) € U(Z7€).

Abychom dokazali, ze lim,, .~ 2z, = z musime nalézt takovy index ng, aby
pro v8echna n > ng platilo z,, € U(z, ). Vezméme ng = ko-+m, potom pro kazdé
n > ng mame n —m > ko a tedy zpm—m) € U(z,¢). Protoze ale z, = zp(n—m)
je rovnéz i z, € U(z,¢) a dikaz je dokonéen. m|

Dalsi uzite¢nou vlastnosti pro vysetfovani limit posloupnosti komplexnich ¢i-
sel je vztah mezi posloupnostmi {z, }22 ; a {|z,|}52 ;. Uvédomme si, Ze {|z,|}52 4
je posloupnost realnych ¢isel, jak ji znate z prvniho kurzu realné analyzy.



Véta 2.6 Je-lilim, o 2, = 2, pak lim, o |2,| = |2|. Je-li lim,_, o |2,| TOURA
0 respektive oo, pak je také lim, .. z, Tovna 0 respektive co.

DUKAZ: Pro prvni ¢ast véty musime ukézat, Ze pro vSechna € > 0 najdeme ta-
kovy index ng, Ze pro vSechna n > ng plati ||z| — |z, || < €. Protoze lim,, o0 2, =
z, méme pro vsechna £ > 0 takovy index ng, Ze pro vSechna n > ng plati
zn € Ulz,€), coz z definice okoli znamend |z — z,| < e. VyuZijme vztahu

[lz] = |znll < |2 — zn| (viz zépis z cviCeni 1). Dostavame tedy ||z| — |zn|] <
|z — zn| < €, coz jsme méli ukdzat.
(Promyslete si dtikaz druhé ¢asti véty!) O

Pokud je limita posloupnosti kone¢na, miazeme prevést podle nasledujici véty
problém hledéani limity posloupnosti komplexnich ¢isel na hledani dvou limit
posloupnosti realnych cisel.

Véta 2.7 K tomu, aby existovala konecnd lim,, .~ 2, = 2, je nutné a postacu-
jict, aby existovaly konecné

lim Re z, =a, lim Im z, =5b.
n—oo n—oo

Je-li podminka splnéna je z = a + 7b.

DUKAZ: Protoze véta vyjadfuje ekvivalenci mezi existenci koneénych limit, mé

dtukaz dvé ¢asti. (1) Z predpokladu existence koneéné lim,, ., z, = z musime

ukazat, Ze lim,, .. Re 2z, = a a lim, ., Im 2z, = b existuji a jsou konecné a

navic plati z = a + jb. (2) Naopak z predpokladu existence koneénjch limit

lim, . Re 2, = a a lim,,_.o Im z, = b dokézat, ze lim,,_. 2z, = 2 = a + jb.
(Dtikaz si promyslete a nakreslete si obrazek!). |

Podobné jako pro posloupnosti redlnych ¢isel mame i pro posloupnosti kom-
plexnich ¢isel nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.8 Necht existuji

lm 2z, =2, lim w,=w.
n—oo n—oo

Pak pokud vyrazy na pravych strandch magi smysl, plati ndsledujici:
1. limp, o0 (20 + wy) = 2+ w,
2. limy, 00 (2nwy) = 2w,

3. limy o0 (2n/wn) = 2z/w.

Priklad 2.9 Vypoctéte
1
lim (n+ jsin—).
n—oo n

Protoze plati

1
lim n =00, lim sin— =0,

n— o0 n— oo n



dostaneme podle Tvrzeni 2.8

. 1 . | )
lim (n+jsin—) = lim n+j lim sin— =00+ j0 =o0.
n

n—oo n n—oo n— 00

Priklad 2.10 Vypoctéte

lim [n? +5(=1)"].

n—oo
Protoze lim,, o (—1)" neexistuje, nemizeme pouzit Tvrzeni 2.8 jako v pfedcho-
zim prikladé. Je jasné, Ze body posloupnosti se s rostoucim indexem n budou
vzdalovat od bodu 0 (nakreslete si obrazek!). Pokud tedy ukazeme, Ze moduly
prvki posloupnosti rostou nade vSechny meze, dostaneme podle Véty 2.6, ze
lim,, o0[n? + j(—1)"] = oo.

Pro moduly ovSem plati nasledujici nerovnosti:

n? +j(=1)"| > |Re(n® + j(~1)")| = [n?|.

A ponévadz lim,, . [n?| = oo, dostavame, ze lim,, .o, [n? + j(—1)"| = oo.

Priklad 2.11 Vypoctéte pro z € C pevné Cislo lim,,—,o 25, kde

Zp = (1 + E)n .
n
Je ziejmé, ze kdybychom se snazili rozlozit prvky posloupnosti na realnou a
imaginarni ¢ast, museli bychom se potykat s binomickym rozvojem zavorky
(1 + % )n_

Jak jsme ukazali na konci textu k predchozimu cviceni, daleko snadnéji mu-
zeme mocnéni provadét v exponencialnim tvaru komplexniho ¢isla. Prevedeme
tedy kazdy ¢len posloupnosti z,, do exponencidlniho tvaru a budeme hledat li-
mitu modull |z,| a argumentt arg z,,. Musime ale byt opatrni. Komplexni ¢éislo
z mizeme jednoznacéné vyjadiit v exponencidlnim tvaru jen pokud z # 0 (pro
z = 0 nemizeme jednoznacéné vyjadiit argument). Nicméné nékteré ¢leny z,
mohou v principu byt nulové. Podivejme se tedy za jakych podminek bude pla-
tit z, = 0. Dostavame tedy (1 + £)" = 0, ale to je mozné jen pokud 1+ 2 =0
neboli n = —z. To znamena, Ze pokud je z zaporné celé ¢islo, bude pro n = —z
platit z,, = 0. Tedy jeden ¢len posloupnosti bude nulovy. Pokud z neni zdporné
celé Cislo, nebude zadny ¢len z, nulovy. Z uvedeného vyplyva, Ze maximalné
jeden ¢len posloupnosti {z,}°2 ; miZe byt nulovy. Podle Vét 2.4, 2.5 miZzeme
takovy C¢len odebrat aniz bychom zmeénili vyslednou limitu.

Vyjéddfeme nejprve moduly |z,|. Ozna¢me z = = + jy, pak

=3
n

Protoze [1 + & +j2| = /(1 + £)? 4 (£)?, dostaneme

n

=[5 )]

n

Y
n

:’1+E
n

n €T 3
:’1+*+]
n




Daéle vyjadieme argumenty arg z, = arg(1+2)". Oznac¢me w, = 1+ £ 45 £,
Protoze lim,, .o w, = 1, vime, Ze od urcitého ny budou vSechny w,, lezet uvnitt
kruhu o poloméru 1 se stfedem v bodé 1, coz znamend, ze argw,, € (—7/2,7/2)
(polomér 1 zde pfedstavuje € a volili jsme ho tak abychom splnili vySe uvedenou
podminku na argumenty — nakreslete si obrazek!). Proto zahodime-li prvnich ng

¢lenti posloupnosti, mizeme psat

fe

n

arg w, = arctan Lz’
n

protoze pro argumenty z intervalu (—m/2,7/2) urcuje funkce arctan argumenty

jiz jednoznac¢né. Dostavame tedy

y
n

1+

n

arg z, = arg(w, )" = narctan

Ted jiz jen zbyva urcit lim,, o |2, | a lim,_, arg z,.

lim |z,| = lim [<1+Z)2+ (3)12 . e%ln[(l-{-%)z‘i‘(%)z].

n—oo n—oo n—oo

Dale

n—oo n—o0

2 2 2, .2
lim ~1In (1+£) +<g) ~ lim 2142t Y
2 n n 2 n n2

Zavedme novou proménnou h = %, potom predchozi limitu miZzeme vyjadrit

jako

1 _ 27 + 2(z% + y?)h

lim — In [1 4 2zh + (2% + y?)h?] = 1 =
iy g 1 [+ 20 (O] = i o ey @2 1 2]
kde na vypocet predposledni rovnosti jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo. Mame

tedy
lim |z,] =€”.

n—oo
Pro arg z,, dostavame
Y yh
li =1 t ™ = lim — arct .
Am argz, = lm narc an1+% Jim, - arc an1+xh
Pomoci L’Hospitalova pravidla mame
: Y . 1 y(1+ zh) — yha
lim — arctan = lim 5 =
h—0 h l+zh =0 vk (14 xh)?
+ 1+xh
Nakonec tedy
lim z, = lim |z,|e/®&%* = lim |z,| lim &/ @8 = ¢%el¥
n—oo n—oo — 00 n—oo



3 Limita funkce komplexni proménné

Jednoznac¢nou komplexni funkci komplexni proménné pro nis bude zobrazeni
f:D — C* kde § # D C C*. Casto budeme pro zapis hodnoty v bodé f(z)
pouzivat rozklad na redlnou a imaginarni éast, t.j. f(z) = u(z,y) + jv(x,y), kde
z =+ Jy, u(x,y) = Re f(Z) a U(I7y) =Im f(Z)

Definice 3.1 Necht M je podmnozina C*. Bod a € C* nazveme hromadngm
bodem mnoziny M pravé tehdy, kdyz libovolné prstencové okoli P(a,¢), € > 0,
obsahuje alespon jeden bod mnoziny M.

Z definice plyne, ze v kazdém P(a, ) lezi nekone¢né mnoho bodt M. Vezmeme-li
totiz P(a, %), dostaneme, Ze pro vSsechna n takova, ze % < ¢ plati

P(a,%)ﬂM#(Z).

Definice 3.2 Rekneme, 7e funkce f : D — C* ma v bodé 2y € C* limitu L € C*
vzhledem k mnoziné M C D pravé tehdy, jestlize plati:

1. bod 2y je hromadnym bodem mnoziny M,

2. pro v8echna ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna z € P(z,0) N M
plati f(z) € U(L,¢).

Pak piseme
lim f(z)=1L.
zZ— 20
zeM

Pokud M = D pak popis “vzhledem k mnoziné D” vynechavame a piSeme jen

lim f(z)=1L.

z—20
Véta 3.3 1. Kazdd funkce f: D — C* md v bod€ zg nanejuys jednu limitu.
Navic pokud lim,_,,, f(z) = L, pak pro vsechny M C D plati
lim f(z)=1L.

zZ— 20

ze€M

2. Necht zg = xg + jyo. Pak existuje koneénd
lim f(z)=a+jb
zZ — 20
zeM

praveé kdyz existuji konecné

lim u(z,y) = a, lim v(z,y) =
(z,y) — (20, Y0) (z,y) = (z0,0)
(r,y) e M (z,y) e M



Podobné jako pro limity posloupnosti plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.4 Necht existuji

lim f(z) =L, lim g(z)=K.

2520 25520
Pak pokud vyrazy na pravych strandch maji smysl, plati ndsledugjici:
1 tim oy (f(2) + 9(2) = L+ K,
2. tim. . (f(2)9(2) = LK,
5. Tim. ., (£(2)/9()) = L/K.

Piiklad 3.5 Vypoctéte lim,_,;(2* + 1). Podle Tvrzeni 3.4 miZeme psét:

lim(z*+1)=j*+1=1+1=2.

z—)

Priklad 3.6 Vypoctéte lim,_,; Z;:f. Tady nemtizeme postupovat stejné jako

v predchozim prikladé, protoze bychom dostali %. Nicméné plati

n_ 1 —1)(z" 1 n—=2_ ... 1
z :(Z )(Z +2z + +z+ ):Z7L_1+Z7L_2+"'+Z+1.

z—1 z—1
Takze
.2t -1 : n—1 n—2
lim =lmG:""4+2"" "+ +2z+1)=n.
z—1 2z — z—1

Priklad 3.7 Ukazte, Ze nasledujici limita neexistuje

. 2xy x2
lim

20 22 + y? +Jy—&-l'

Pokud by limita v bodé 0 existovala, musela by podle Véty 3.3 existovat i
vzhledem vSem podmnozindm M C D. Zvolme nejprve

M ={(z,y) € D |y =0},

tzn. prvky D lezici na realné ose. Potom

2zy x?

+J

0
lim = lim — +j22=0+50=0.
z—0 r? +y? y+1 z—0 z?

zeM zeM

Nyni zvolme
M ={(z,y) € D | x =y},



tzn. prvky D lezici ose prvniho kvadrantu. Potom

2 2 22 2
lim 2%y2-|-jglj = lim iz-i-j =1+50=1.
0 TPty y+1 s 27 z+1
zeM zeM

Vzhledem k tomu, Ze jsme v jednotlivych piipadech volby M dospéli k riznym
vysledktim, plyne z Véty 3.3 neexistence zadané limity.

Priiklad 3.8 Vypoctéte

l’z xr
Tl < Py < ).
V4 X

If(2)] =

Je ziejmé, ze kdyz z — 0, tak i |z] — 0. Protoze ale |f(z)| < |z|, dostdvame, Ze
|f(2)| — 0. A z toho plyne, zZe

4 Spojitost a derivace

Spojitost komplexni funkce definujeme podobné jako v pro funkce realné pro-
ménné.

Definice 4.1 Rekneme, Ze komplexni funkce f : D — C*, D C C*, je spojitd
v bodé zy € D pravé tehdy, kdyz lim,_.,, f(z) = f(z0). Pokud je f spojita v
kazdém bodé D, fikame, Ze f je spojita.

Uvédomme si tedy, ze pro spojitost funkce f v bodé zy musi byt splnény nasle-
dujici tii pfedpoklady:

1. f(20) je definovéna,

2. lim,_,,, f(z) existuje,

3. lim, .., f(2) = f(z0).

Rovnéz derivaci komplexni funkce je mozné zavést obdobné jako v realné

analyze.

Definice 4.2 Necht funkce f je definovdna v néjakém okoli U(zp,e), € > 0,
bodu zy € C. Rikdme, Ze f ma derivaci v bodé zy pokud existuje konecna

i {) = F(z0) _ o+ h) — f(z0)
h

zZ—20 Z— 20 h—0

= f'(20) -



Véta o derivaci souctu, soucinu, podilu a slozené funkce je zcela stejnéd jako
znate z readlné analyzy.

Vé&ta 4.3 Necht existuji f'(z0) a g'(20) potom

1. (f+9)'(20) = f'(20) + g'(20),

- (f = 9)(20) = f'(20) — ¢'(20),
3. (f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20),
4. (5) (20) = !’ (ZO)g(z;)(z€§Z0)g (ZO)

5. pokud navic existuje f'(g(z0)) pak [f(9(20))] = f'(9(20))g' (20)-

Nasledujici véta ma zasadni vyznam nejen pro vypocet derivace, ale i pro
urcovani bodi, ve kterych ma funkce derivaci.

Véta 4.4 Funkce f(z)
pravé tehdy, kdyz

= u(x,y) + ju(x,y) md v bodé zg = xo + jyo derivaci

1. funkce u a v maji v bodé (xo,yo) totdini diferencidl,

2. jsou splnény Cauchyovy-Riemannovy podminky (C-R podminky) v bodé

(%0,0):
ou Ov v ou

dr 9y’ dxr  dy’
Pokud f'(z) existuje, plati

Ju v v Ju
/Z = 5o, '7‘@’ = + 2o, _.7(E, .
F(z0) = 5 (z0,40) + 5 (20, %0) 8y( 0:%0) Jay( 0+ %0)
Pfipominam, Ze k tomu aby byla splnéna 1.podminka, stac¢i aby byly parcialni
derivace u a v spojité v bodé (zo,yo) (viz kurz o funkcich vice proménnych).

Priklad 4.5 Ukazte, Ze plati (22)) = 2z. RozloZme funkci 22 na realnou a
imaginarni Cast.

2 = (x+jy)°
Méame tedy u(z,y) = 22 — y? a v(z,y) = 2xy. Spoctéme jednotlivé parcidlni
derivace.

=a2? —y? 4 j2zy.

ou ov
ou ov
dy Yooy T

Je zrejmé, ze vSechny parcidlni derivace jsou spojité funkce, coz znamena, Ze
1.podminka Véty 4.4 je splnéna v kazdém bodé (z,y). Navic C-R podminky
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jsou splnény v kazdém bodé (x,y). To znamena, 7e derivace (22) existuje v
kazdém bodé z = x + jy a plati

ou ov
2 /7 —_— .7 = ] = ] =
(z%) —aerjax 2z + j2y = 2(x + jy) = 2z.

Pi#iklad 4.6 Urcete, kde existuje (z2)’. Rozlozme funkci z° na redlnou a ima-
ginarni ¢ast.

2 = (z—jy)? =2 —y* — j2ay.

Méme tedy u(x,y) = 22 — y? a v(z,y) = —2zy. Spoctéme jednotlivé parcidlni
derivace.
Ju v
T oo
ox v ox Y
ou v
U gy Yo
Oy 4 dy o

Je zrejmé, ze vSechny parcidlni derivace jsou spojité funkce, coz znamena, Ze
1.podminka Véty 4.4 je splnéna v kazdém bodé (x,y). OvSem z C-R podminek
plyne, Ze 20 = —2x a —2y = 2y. Tyto rovnice jsou splnény jen v bodé (0,0). To

znamena, Ze derivace (z?) existuje jen v bodé z = 0 a plati

ou Ov )
(%) = 5-(0,0) +j5-(0,0) = 0+ j0 = 0.
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