1 Integral komplexni funkce — pokracovani

Definice 1.1 Necht D C C a F(z) je takova funkce, ze F'(z) = f(z) pro
v8echna z € D. Pak F(z) nazyvame primitivni funkci k funkei f(z) v oblasti D.

Protoze pii integraci funkce f po kfivce C, ktera lezi v oblasti, kde je funkce f
holomorfni, nezalezi hodnota integralu na tvaru kiivky C, lze ukazat, ze hodnota
integralu zavisi jen na pocatecnim a koncovém bodu kiivky € a plati nasledujici
veta:

Véta 1.2 Necht D je jednoduse souvisld oblast, z1,2z9 € D, f(z) je holomorfni
na D, F(z) je primitivni funkce k funkci f(z) v oblasti D. Pak

/f(z)dz — F(z) — F(z1).

Zapisem fzzlz f(z)dz mdme na mysli integrdl po néjaké kiivce C, kterd lezi v
oblasti D a z je jeji pocdtecni bod a zy koncovy.
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Protoze funkce ze* je holomorfni na celé Gaussové roviné C mé vyse uvedené
zadani smysl pro libovolnou kfivku zacinajici v bodé€ 0 a koncici v bodé€ j.
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Priklad 1.4 Spoctéte
.1
/ (e — 22> dz.
e

kde C je spodni ¢ast jednotkové kruznice |z| = 1 zaé¢inajici v bodé 1 a konéici v
bodé —1.

Vidime, Ze integrovana funkce neni holomorfni v bodé 0. Nicméné snadno
lze nalézt jednoduse souvislou oblast D, ktera obsahuje kifivku €, integrovana
funkce je na D holomorfni, t.j. 0 ¢ D (nakreslete si obrazek!). Mizeme tedy
pouzit vétu 1.2 a dostaneme:

Priklad 1.3 Spoctéte

e l-l-e—1=e¢t—e-2.
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Priklad 1.5 Spoctéte
/ (j22+5z 3‘7> dz,
z
e

kde € je leva ptlka jednotkové kruznice |z| = 1, Re z < 0 a je orientovéna v
protismeéru rucickovych hodinek.

Vypocet rozdélime na vypodet integralu z funkce jz? a z funkce 5z — 3?]
Prvni funkce je holomorfni na C, takze muzeme pouzit vétu 1.2.
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Integral z druhé funkce spocitame z definice integralu komplexni funkce.
Ctenaf by mohl namitnout, Ze lze nalézt jednoduse souvislou oblast D na které
je funkce 37] holomorfni a ktera obsahuje kfivku € a tudiz pouzit i na funkci %J
vétu 1.2 jako v predchozim prikladé. Nicméné v tomto pripadé toto nemuzeme
udélat, protoZe nejsme schopni nalézt primitivni funkci. Funkce log(z) je sice
primitivni funkeci k funkci %, ale jen tam, kde existuje log’(z). Protoze kiivka
@ protina nekladnou redlnou poloosu, musi i oblast D obsahovat néjaké body z
nekladné realné poloosy. D tedy obsahuje body, kde neexistuje derivace funkce
log(z).

Parametrizujme kfivku C:

ety =e", ¢(t)=jel", te(

Dostavame tedy:

I = / 57— 3 dz:/ 5z 32 dz:/ 57— 22 4.
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= (3+45))7.

Konecny vysledek dostaneme se¢tenim:

37 2
/(j22+5z—j)dz=[1+12:—3+(3+5j)7r.

V dalsim textu se budeme zabyvat integraly, pfi jejichz vypoctu se pouziva
Cauchyuv integralni vzorec pro n-tou derivaci.



Véta 1.6 Necht D C C jednoduse souvisld oblast, na které je f(z) holomorfni
a necht C je jednoduchd, uzaviend a kladné orientovand takovd, Ze € C D. Pak

pron=20,1,2... a kaZdé zy € Int C plati:
|
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kde symbol f(”)(zo) znaci n-tou derivaci funkce f v bodé zy. Specidlné pron = 0
(2)

plati:
fz0) = 5 a
20) = — | ——dz.
0 23 ) z— 2
e
Priklad 1.7 Spoctéte integraly
sin z sin z
dz, / ——dz,
/ z2—Z (z— %)
e
kde C je kladné orientovana kruznice [z — 3| = J.
Protoze funkce sinz je holomorfni na C, muZzeme pouzit vétu 1.6. Mame
tedy: )
sin z
/ " dz = 2mjsin = = 2,
5 dz:27rjsin’E =2mjcos = =0

Priklad 1.8 Spoctéte
/ z+4 d
—dz
2242245
e

kde € je kladné orientovand kruznice |z + 1 — j| = 2.
Rozlozime jmenovatel integrované funkce na soucin kofenovych Ciniteld
—2++/4-20
N 1425,

Z12 =
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z+4 ds
z+1-2j)(z+1+25)

Dostavame tedy:
z+4
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Protoze kiivka € obih4 jen jeden z kofenti (konkrétné kofen —1+25), dostdvame,

ze funkce - in" fQj je holomorfni na € i na Int C. MizZeme tedy pouzit vétu 1.6.
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Véta 1.9 Necht D je (n + 1)-ndsobné souvisld oblast s kladné orientovanou
hranici (t.j. je uréena kladné orientovanymi kiivkami Co, C1y. .o,y Cn). Pak pro
kazdou funkci f(z), kterd je holomorfni na D a spojitd na D = DUCyU---UC,
plati:

/ﬂwk=/f@®+/f@®+m+/f@@.
Co GH —Cy e,

Specidlné pron = 1:

/f(z)dz= / f(z)dz.
Co —C1
Priklad 1.10 Spoctéte
et
2(1—2)3 =
e

kde € je kladné orientovand kruznice |z — j| = 2.

Vidime, Ze integrovand funkce mé dvé singularity (t.j. body, kde neni ho-
lomorfni). Jedna je v bodé 0 a druhd je v bodé 1. Singularita v bodé 0 je od
stfedu j kruznice € vzdalena 1 a singularita v bodé 1 je od néj vzdalena v/2.
To znamena, ze kiivka C obihé obé tyto singularity a nelze tedy pouzit stejny
pfistup jako v predchozim pfikladé. Nicméné najdeme-li dvé kladné orientované
kruznice C; a Cy takové, ze C; obihd 0 a Cy obiha 1 a vzajemné se neprotinaji,
milzeme pak pouzit vétu 1.9. Je zfejmé, ze takové kruznice lze najit (nakreslete
si obrézek!). Podle véty 1.9 pak lze zadany integral spocitat jako soucet dvou
integralt podle C; a Cs.

Spoctéme tedy tyto dva integrély. Z véty 1.6 dostavame:
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kde vyraz (—é)// (1) znaci druhou derivaci funkce —% v bodé 1. Hledejme tedy
druhou derivaci:
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Dostavame tedy (—%)” (1) = —e. Po dosazeni
e* 21y e*\"” .
/Mdz = (z> (1) = —mje,

Cao
Vysledny integral dostaneme sectenim:
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