1 Mocniné rady

Necht zg, ag, a1, as, ... jsou koneéna komplexni éisla. Pak fadu funkci
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nazgvame mocninou vadou. Cislo zy se nazjvé stied mocniné vady, ¢isla ay,
koeficienty mocnin€ tady.
Oznacme déle:

K(zp,R) = U(z,R), pokud R € (0,00),
K(20,0) = {20},
K(zp,0) = C.

Véta 1.1 Ke kaZdé mocniné fadé o stiedu zg existuje pravé jedno ¢islo R € (0, co)
tak, Ze fada konverguje v K (2o, R) a diverguje v C\ K(zo, R).
Symbol K (zp, R) zna¢i uzavér mnoziny K(zg, R), t.j. pokud R € (0,00), pak
K (29, R) je kruh o poloméru R se stiedem zp, ktery neobsahuje svoji hranici,
kdezto K (zp, R) oznacuje ten samy kruh i s hranici. Cislu R se ¥ikd polomeér
konvergence mocniné fady a mnozina K (zg, R) se nazyva kruh konvergence.

Véta 1.1 tedy tika, ze k dané fadé existuje takové ¢islo R, Zze pokud ¢islo z
v rovnici (1) bude lezet uvniti kruhu konvergence K (2o, R), pak bude fada (1)
konvergovat (t.j. bude existovat limita ¢aste¢nych souctil) a pokud bude z lezet
mimo kruh konvergence, pak bude fada (1) divergovat. Véta 1.1 ovSem nic nerikd
o tom, co se stane, pokud bude z lezet na hranici kruhu konvergence.

Polomér konvergence mocniné fady lze v mnoha pripadech urcit pomoci
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1.2 Necht existuje
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Pak pro polomér konvergence R plati:
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Dale plati tato véta, ktera fika, ze kazda mocnina fada s nenulovym polo-
mérem konvergence piedstavuje na svém kruhu konvergence néjakou holomorfni
funkci. Pozdé&ji uvidime, Ze i naopak, kazda holomorfni funkce lze na jistém
kruhu vyjadrit jako mocniné rada.

Véta 1.3 Necht R > 0 je polomér konvergence mocniné tady se stfedem v bodé
z0. Pak tato mocnind tada konverguje k funkci f(z), kterd je holomorfni v kruhu
konvergence K(zo, R).



2 Taylorovy rady

Véta 2.1 (Taylorova) Necht f(z) je holomorfni v bodé zg € C. Potom existuje
mocnind Tada
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kterd konverguje k f(z) na K(zo,R), kde R je vzdalenost nejblizsi singularity
funkce f(z) od bodu z.

Rada ve véte 2.1 se nazyva Taylorova fada nebo Tayloriv rozvoj se stfedem zj.

Priklad 2.2 Naleznéte Taylortv rozvoj funkce:

se stfedem zg = 0.
Pokud spoc¢itdme prvni, druhou, popt. tfeti derivaci funkce f(z), neni tezké
nahlédnout, Ze obecny vztah pro n-tou derivaci je nasledujici:
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7Z véty 2.1 vime, ze pro vypocet koeficinetu a,, Taylorovy fady potfebujeme znat
hodnotu n-té derivace v bodé 2y = 0. Dosazenim tedy dostavame f(™(0) = n!
a tudiz a,, = %: =1.

Stanovme jesté polomér konvergence R. Funkce f(z) mé jen jednu singularitu
a to v bodé 1. Polomér konvergence je tedy vzdalenost bodu 1 od stfedu v bodé
0,tj. R=1.

Tedy pro z € K(0,1) miiZzeme psat:
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Zmalosti rozvoje funkce i se Casto vyuziva urceni Taylorovych rozvojt i pro
jiné funkce.

Priiklad 2.3 Naleznéte Taylortv rozvoj funkce:
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se stfedem zg = 0.

Uré¢ime nejprve polomér konvergence. Funkce f(z) méa dvé singularity: v
bodé j a v bodé —j. Obé dvé jsou od stfedu v bodu 0 stejné vzdaleny a tato
vzdalenost je 1, takze R = 1.



Déle upravme funkeci f(z) do tvaru funkce ﬁ a pak pouzijeme znalosti
jejiho rozvoje.

1 1 9 9
= = — n— —1 n n .
Z2+1 1—(—2’2) Z( z ) Z( ) z
n=0 n=0
Priklad 2.4 Naleznéte Taylortv rozvoj funkce:
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f(Z) - ZQ T 1 ’

se stiedem zg = 1.

Singularity jsou zase j a —j. Takze tentokrat je polomér konvergence vzda-
lenost bodu j nebo —j od bodu 1, t.j. R = /2.

Daéle postupujeme takto: rozlozime funkci f(z) na soudet parcialnich zlomkt
a pak hleddme Taylortiv rozvoj pro kazdy parcialni zlomek zvlast. Tedy
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Cisla A, B musi spliiovat nasledujici rovnici:
1=A(z—j)+ B(z+j).

Resenim dostaneme A = % aB= f%. Méame tedy
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Hledejme Taylortv rozvoj funkce —— v bodé 1.
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Obdobné nalezneme rozvoj funkce i v bodé 1.
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Dosazenim do rovnice (2) a slou¢enim ¢lentt obou fad dostaneme:
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Nékdy také miize ulehéit nalezeni Taylorova rozvoje to, Ze mocniné fady je
mozné derivovat ¢len po ¢lenu.

Priklad 2.5 Naleznéte Tayloruv rozvoj funkce

z
z)= ———,
=3y
se stfedem zy = 1.
Funkce f(z) méa jedinou singularitu v bodé —j, takZe polomér konvergence
R=./(2).
Zase nejprve rozlozime funkci f(z) na soudet parcidlnich zlomki. V tomto
pripadé lze postupovat jednoduseji:
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Nyni vyuzijeme znalost Taylorova rozvoje funkce i~ se stiedem v bodé 1 z

prikladu 2.4 a toho, Ze lze mocninou fadu derivovat ¢len po ¢lenu.
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kde pro posledni fadek jsme zavedli novy séitaci index k takovy, ze k=n—1a
vyuzili znalosti, ze (—1)*+2 = (—1)*.
Odbodné pro dalsi parcialni zlomek dostavame:
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Spojenim dostévame:
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kde jsme nékteré ¢asti vyrazu rozlozili nasledovné:
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Cislo (1 + j) v hranaté zavorce ve vysledku vzniklo jako j(1 — j) = (1 + j).

Podobné jako jsme v minulém piikladé pouzili fakt, ze mocninou fadu lze
derivovat ¢len po ¢lenu, mize byt také nékdy vyhodné vyuzit faktu, Ze mocninou
fadu lze integrovat ¢len po ¢lenu.

Priklad 2.6 Naleznéte Taylortuv rozvoj funkce

F(z) = log 2,

se stredem zg = 1 + 2j.

Nejblizsi singularita funkce log z od stfedu 1+ 25 je bod 0. Polomér konver-
gence tedy bude R = /5.

Ponévadz f'(z) = %, mizeme nejprve nalézt Tayloriv rozvoj funkce 1 se
stfedem v bodé€ 1 + 25 a pak integrovat ¢len po Clenu.
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Tuto fadu tedy budeme integrovat ¢len po ¢lenu a dostaneme:
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kde C je integra¢ni konstanta. Uvédomime-li si, Ze konstanta C' je vlastné nulty
¢len ag Taylorovy fady, dostaneme, Ze C neni nic jiného, nez hodnota log(zp),
tzn. C' = log(1 + 2j).



Taylorova fada funkce log z se stfedem v bodé 1 + 2j tedy je:
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Piiklad 2.7 Naleznéte Tayloriiv rozvoj funkce f(z) = sinh z se stfedem zg = 0.
Protoze funkce sinh z je holomorfni v C, bude polomér konvergence R = co.
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Priklad 2.8 Naleznéte Taylortv rozvoj funkce f(z) = cos z se stfedem zg = 1.
Protoze funkce cos z je holomorfni v C, bude polomér konvergence R = co.
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Pokud hleddme jen nékolik pocatecnich ¢lenti Taylorova rozvoje, byva casto
vyhodné vyuzit faktu, Zze s mocninymi fadami lze manipulovat jako s polynomy,

t.j. 1ze je scitat, odcitat, nasobit a délit jako dva polynomy.

Priklad 2.9 Spoctéte prvni ¢tyfi ¢leny Taylorova rozvoje funkce

se stredem zg = 0.
Funkce f(z) ma jen jedinou singularitu a to v bodé 1. To znamen4, ze polo-
meér konvergence je R = 1.

Daéle vyuzijeme znalosti rozvoje funkci e* a
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Pro funkci f(z) tedy dostaneme:
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Pfi hledani Taylorova rozvoje funkce ;= lze také postupovat alternativné
tak, ze vydélime Tayloruv rozvoj funkce e* polynomem 1 — z.
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