1 Nulové body holomorfni funkce

Bod zp € C nazyvame nulovy bod funkce f(z), jestlize f(z9) = 0. Je-li funkce
f(2) holomorfni v bodé zg, pak lze funkci f(z) v jistém okoli bodu zy rozvinout
v Taylorovu fadu:
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f(Z) = Z an(z - ZO)n? A,

Bod zy je v takovém piipadé nulovym bodem funkce f pravé tehdy, pokud
ag = 0. Je-li f(z) nekonstantni holomorfni funkce v bodé zg, pak alespoii jeden
z koeficientl ay, ag, ... je rizny od nuly.

Definice 1.1 Nechf f(z) je nekonstantni funkce, holomorfni v bodé 2. Rek-
neme, ze nulovy bod zg funkce f(2) je m-ndsobny (ndsobnosti m, fadu m) pravé
tehdy, kdyz prvnich m koeficientti v Taylorové rozvoji funkce f(z) se stiedem v
bodé zy je nulovych, t.j. ap = a1 = -+ = a;m—1 = 0 a a,, # 0. Jinak vyjadieno
také f(z0) = f'(20) = -~ = f" D (20) = 0a f™(2) # 0. Misto jednonasobny
nulovy bod fikdame také jednoduchy nulovy bod.

Pokud tedy je bod zg m-nasobnym nulovym bodem nekonstatni funkce f(z),
kterd je holomorfni v zy, pak v jistém okoli bodu zy miZeme psat:

f(Z) = am(z — ZO)m + am+1(Z _ Zo)m+1 + am+2(z N Zo)m+2 4

= (2= 20)" [am + ami1(z — 20)" + @my2(z — 20)> + -]

V dtsledku pfedchoziho vyjadieni funkce f(z) dostaneme nasledujici vétu.

Véta 1.2 Bod zy je m-ndsobngm nulovgm bodem funkce f(z) prdvé tehdy, kdyz
v jistém okoli U(zp) lze funkci f(z) vyjddrit ve tvaru:

f(2) = (z = 20)"®(2),
kde ®(z9) # 0 a ®(z) je holomorfni funkce v U(zp).

Priklad 1.3 Urcete nasobnost nulového bodu zy = 0 funkce f(z) = z —sin z.
Z Taylorova rozvoje funkce sin z se stfedem zg = 0 dostaneme
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z—sinz = z—zmz%ﬂzz—(z—izg—i—gzﬁ—ﬁz7_~_...>
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Nésobnost nulového bodu zy = 0 je tedy 3.

Pomoci véty 1.2 lze integraly z podilu dvou holomorfnich funkci spocitat
pomoci nasledujicich dvou vét.



Véta 1.4 Necht f a h jsou holomorfni funkce v jednoduSe souvislé oblasti
D C C, necht C je jednoduchd uzaviend kladné orientovand krivka v D. Necht h
md v Int C jeding nulovy bod zy a na C nemd Zddné nulové body. Necht ndsobnost
nulového bodu zo funkce h je m (m € N). Pak

c

z m — 1)l 2=z h(z)

Specidlné pro m =1 je

f(z) _ 7T.f(Zo)
e/ o) TP )

Véta 1.5 Jsou-li f a h jsou holomorfni funkce v jednoduse souvislé oblasti
D C C, C jednoduchd uzaviend kladné orientovand krivka v D, pricemZ funkce
h md nulové body z;, i = 1,2,...,n ndsobnosti m; (m; € N) v Int C a Zddny
nulovy bod funkce h nelezi na C. Pak

[5G
e i=lg,

kde C; jsou jednoduché wuzaviené kladné orientovane krivky vlastnosti:
zi €Int C;, C; CInt C, C; C Ext Cg Z;’ék, iwk=1,...,n.

/tanzdz,

e

Priklad 1.6 Spoctéte

kde € je kladné orientovana kruznice |z — 37| = 7.

Funkce tan z Ize vyjadfit jako podil funkci sin z a cos z. Pokud bychom hledali
nulové body funkce cos z (tzn. Fesili bychom rovnici cos z = 0), dostali bychom,
ze mnozina nulovych bodu je {§ + km | k € Z} (spoctete si!). Déle neni tezké
nahlédnout, Ze kruznice € obiha pravé jeden nulovy bod a to bod %77 (nakreslete
si obrazek!). Vzhledem k tomu Ze funkce sin z a cos z jsou holomorfni v C, jsou
podminky véty 1.4 splnény. Nicméné musime jesté urcit nasobnost nulového
bodu 2. Derivace (cosz)' v bodé 2 je —sin 37 = 1. To znamena, ze ¢len a;
Taylorovy fady funkce cos z se stfedem %TF bude 1. Néasobnost nulového bodu
%ﬂ' je tedy 1 a lze psat:

Priklad 1.7 Spoctéte

z
[ e
sin z (sin z — cos z)
e



kde C je kladné orientovana kruznice |z| = 1.

Nejprve opét musime nalézt nulové body jmenovatele integrované funkce. Je
ziejmé, ze jmenovatel bude rovny nule pokud plati alesponi jedna z nasledujicich
rovnosti:

sinz =0, sinz —cosz =0.

Prvni rovnice ma mnozinu feseni {k7 | k € Z}. Hledejme FeSeni druhé rovnice.
Po dosazeni z definice funkci sin 2z a cos z dostaneme:

%(ejz _ e*jz) _ %(ejz + e*jz) =0,
po roznasobeni 2j mame:

el* —e7I* — jeI* — jeTI* =0.
Substituci p = e’* a upravenim dostaneme:

'—jp—jp ' =0,

p—p
(1—4)p° = (1+4)=0.
Tedy
o 145 1+ 1+j:(1+j)2:1+2j71
e 2 2

peVi= {eﬁ,e—j%”}.

Po dosazeni zpét za p obdrzime:

jz € Log(e?T) U Log(e‘j%”) ,

coz po spocteni logaritmii dava z € {§ + k= | k € Z}. Sjednocenim dostaneme
nulové body funkce sin z (sin z — cos z), t.j.

{kw\keZ}u{%—s—ImMeZ}.

Je tedy patrné, Ze kruznice C obiha dva nulové body a to bod 0 a bod 7.
Véta 1.5 tika, ze muzeme vypocet integralu rozlozit na vypocet dvou integrald,
pokud nalezneme ktivku Cq, ktera obiha bod 0 a kiivku €y, ktera obiha 7 tak,
ze G C Ext Cy a Gy C Ext C;. Pokud zvolime dostateéné malé poloméry, tak
jisté existuji takové dvé kruznice €1, Cq, které splnuji vyse uvedené podminky
napi. C; : |z| =0.1a Ca: |z — | = 0.1 (nakreslete si obrazek!).

Spoc¢téme tedy integral po kiivce C;. Je zfejmé, Ze na C; a na Int C; je
funkce z holomorfni a tudiz budeme pocitat nasledujici integral:

sin z—cos z
-z
sin z—cos z dz
sin z

C



Uréime nésobnost nulového bodu 0. Protoze (sinz)’ = cosz a cos0 = 1, dosté-
vame, ze nasobnost nulového bodu je 1. Z véty 1.4 plyne:

oz 0
sin z—cos z dz = 27Tj sin 0—cos 0 0
sin 2z os0
(G

Nyni spocitejme integral po kiivce Cs. Je zfejmé, ze funkce
na Gy a na Int G, takze budeme pocitat tento integral:

z
/ sin z dz

sinz — cos z
C2

Urc¢ime nasobnost nulového bodu

—~— je holomorfni
sz

Z. Protoze (sinz — cosz)’ = cosz +sinz a
cos 7+sin 7 = V2, dostaneme, 7e 7 je jednoduchy nulovy bod (t.j. ma ndsobnost
1). Tudiz z véty 1.4 obdrzime:

z
/ sin 2z

z 1 2% 1 m?
dz = 275 -2 =2 —= — =j—.
g sin z — cos z jsin% cos 7 4 sin ]ﬂ\/ﬁ 17
2
Vysledny integral dostaneme sectenim:
/ z dZ:/ sinzfcosz dZ+/ sirzlz dZ:]ﬁ
sin z (sin z — cos z) sin z sinz — cos z 2
e C1 Ca
Priklad 1.8 Spoctéte

eZ
[ e
sin” z
e
kde C je kladné orientovana kruznice |z| = 1.

Hledejme nejprve nulové body jmenovatele sin? z. Je ziejmé, ze sin®z = 0
pravé tehdy, kdyz sin z = 0. Hledand mnozina nulovych bodi tedy je

{kr | keZ}.

nulového bodu. Naleznéme prvnich nékolik ¢lenti Taylorova rozvoje funkce sin” z
se stiedem v bodé 0.

1 1
2 _ _t 30t 5 .
sin“z = <z 3!z+ .z

1
3! TR
1 1 1
- 2_ —_— —_— 4 o e 2 ..
= z (3!4—3!)2 + =z
1

Kruznice € obiha jen jeden nulovy bod a to bod 0. Uréeme nasobnost tohoto



To znamené, ze nulovy bod 0 mé nésobnost 2. Déale je z Taylorova rozvoje
patrné, ze ®(0) =1 a ’(0) = 0 (derivovanim ¢len po ¢lenu).
7 véty 1.4 tedy dostavame:

e* - 27y .. 5 €° /7 . 5 € !
/sin2zdz = oo im (Z sin2z) = 2mj iy (Z 22®(2)
e

z ! 0 0/
e [ e°®(0) — " D'(0)
= 2mj(——) (0)=2
i (a) =2 ("

1-0
= 27y (1) =27j.

li
Vyraz <¢€(2)) (0) vyjadiuje derivaci funkce (If(z) v bodé 0.

e

Priklad 1.9 Spoctéte

kde € je kladné orientovand kruznice |z — 7j| = 2.

Naleznéme nulové body jmenovatele integrované funkce. Je zfejmé, ze nulové
body budou vSechna feSeni rovnice e* = 1. To znamena, Zze mnozina nulovych
bodt je {j2kn | k € Z}. Takze kruznice C obiha dva nulové body a to bod 0 a bod
2mj. Podle véty 1.5 se tedy vypocet rozpadne na vypocet dvou integralii podle
kladné orientovanych kruznic s dostateéné malym polomérem: C; se stifedem v
bodé 0 a Cy se stfedem v bodé 2.

Zjistéme néasobnost nulového bodu 0. Rozvineme funkci e* — 1 do Taylorovy
fady se stfedem v 0.

1 1 1 1
ef—1= <1+z+222+6z3+~-~>—1=z(1+2z—|—6z2—|—---> = 20(z2).

Pro jmenovatel tedy dostaneme:
(e —1)* = 239%(2),

kde ®(0) = 1, #'(0) = § a ®”(0) = 5. Takie nulovy bod 0 m4 nasobnost 3. Z
véty 1.4 tedy obdrzime.

1 215 . | "
—— d - 24 -
/ (ex—1p 2l =0 ( (eZl)B)

Cy



Spocitejme tedy druhou derivaci funkce (b%(z).

(#) - 50
(1)” _ ( <I>'<z>>’:_3<1>"<z><1>4<z>—4<1>3<z>[<1>'<z>12

D3(z) TPA(z) 08(2)
2"(2) [@'(2)]
= =351 T 20

Druh4 derivace v bodé 0 tedy je:

1\ L ®"(0) [@ )2 .1 1
(W) (0) = _3@4(0) +12 F0) —35 412, =2.

Dosazenim dostavame:

[ tte=mn (%)”w):zm.

C
Nyni spocitejme integral po kruznici Cy. Protoze plati, ze

ez—27rj _ eze—QTrj — ez7
dostaneme
(e —1)3 = (2™ —1)% = (2 — 277)%®3 (2 — 27j) .

Nulovy bod 275 méa tedy opét nasobnost 3 a plati:

1 21§ . N "
——dz = =21 — 21—
/ (e# —1)3 ? 20 2o <(Z ™)) (e — 1)3)

= 7j lim <(z—27rj)3

z—2myj

1 1
(= — 2mj P03 (z — 27rj)>
1

- ”(@i"(z—zm))”(%ﬁ'

(M) 2m) = (@31@))” ) =2.
Dostavéme tedy:

! L 1 s
[eimte= [ et | s =2+ 2

e C Ca

Je ziejmé, ze




2 Vyuziti v readlné analyze
Ukazeme si jak lze metody integrovani také pouzit pfi integrovani realnych
funkci readlné proménné. Méjme integral

27

I:/f(cost,sint)dt,

0

kde f je néjaka racionédlni lomena funkce jejiz jmenovatel neni nulovy pro zadné
t € (0,2m). Zakladni substituci v integralech tohoto typu je

z=el" =cost+jsint, te(0,27).

Vsiméte si, Ze jak se parametr ¢t méni, bod z opisuje jednotkovou kruznici |z| = 1.
Dale plati:

IS

=e It =cost — jsint, t€(0,27).

Seétenim a odec¢tenim téchto dvou rovnic dostaneme:
y 1 L 1 - 1 1
cost==|z+—-), sint=—[z——].
2 z 27 z

dz = jeltdt = jzdt,

Zbyva urcit

a tedy .
dt = —%dz.

Po dosazeni mtizeme tedy integral I vyjadiit jako integral:
z
I=—j / 9(2) dz,
z
e

kde € je kladné orientovana kruznice |z| = 1 a funkce g(z) vznikla z funkce f
dosazenim za cost a sint.

Priiklad 2.1 Spoctéte integral
2m
. 2
t
sin a
5 —4cost
0
Prepsanim integralu podle predchoziho vykladu dostavame:
2
27 1 1
.. 2 = — 1
t {2 (2 )} 1
/Ldt:—]/5 J z 7dzy

5 —4cost —4]L 1
J cos J 3(z+1)] =




kde € je kladné orientovand kruznice |z| = 1. Upravme nejprve integrovanou
funkci.
1 113
[27 (Z—;)} 1 —3(2-242%) 1 24-22+41
5-4[(z+21)] 2z 5z2-2:2-2  422(222-52+42)

Po rozlozeni polynomu 222 — 5z + 2 na soucin kofenovych ¢initeléi dostavame:

2

/ sin? dt:-i/ 2t 22241 &
5 —4cost 4) 22(z2-2)(22—-1)
c

0

Integrovand funkce mé t¥i singularity 0, % a 2. Kruznice € obiha dvé z nich
ato0a % Rozlozime tedy integral na dva integraly po kruznicich €; : |z| = 0.1
aCy:i|z—1|=0.1

Pomoci Cauchyova integra¢niho vzorce dostavame:

2422241 4 2 l
— z— . - 2 1 .
I = / e=2)@=1) 2)(22 Yz = 2y ((Z - )> (0) = §7T],

z z—2)(2z -1 2
Cy
kde
!
#2241\ 44 7(247222+1)2271+2(z—2)'
(z—2)(2z—1) (z—2)(2z—1) (z—2)2(22 —1)2
Pro druhy integral plati:
2422241 1\4 142
I, — 222(2—2)d —9 .(§ 72(5) +1__§ .
2= [ ——=dz=2mj e =57
(z—=3) 2(3) (3-2)
2
Pro vysledny integral tedy dostavame:
27 9 5 3
sin“ ¢ J j . . s
———dt=—-2(L1+L)=—->=-mj— = =—.
/5—4cost g ) =4 (27” 27”) 4
0



