Principy indukce a rekursivni algoritmy
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad

Mistnosti rozméru n budeme rozumét Sachovnici rozméru 2”7 x 27,
ze které je jedno (libovolné) pole vyjmuto. Toto je ptiklad
mistnosti rozméru 3:
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad (pokrat.)

Trimino je parketa nasledujiciho tvaru:

DokaZte indukci:

KaZdou mistnost rozmérii n > 1 Ize vyparketovat triminy.
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Slab3 a silnd indukce

P(n) = pocet parket k vyparketovani mistnosti rozméru n
QO P(1)=1
Q@ P(n+1)=1+4-P(n),n>1

Tomu se Fikad rekurentni rovnice.

Jak vyjad¥it hodnoty P(n) explicitn&?

£

Regen (jisté t¥idy) rekurentnich rovnic — pFi¥t

.
I

prednaska.
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Slab3 a silnd indukce

Princip slabé indukce

At V je n&jaka vlastnost p¥irozenych &isel. K tomu, abychom mohli
usoudit, Ze vSechna p¥irozena &isla n > ng maji vlastnost V, staci
ukazat dvé véci:

@ Zikladni krok: ¢&islo np ma vlastnost V.

@ Indukéni krok: &islo n 4+ 1 ma vlastnost V/, pokud
pfedpokladame, Ze &islo n ma vlastnost V.

Analogie s rekursivnim algoritmem
Vsechny tlohy rozméru n > ng jsou zpracovany, pokud:
© Zakladni krok: tGloha rozméru ng je zpracovana nerekursivné.

@ Rekursivni volani: tdloha rozméru n+ 1 je zpracovana, pokud
po dekompozici je zpracovana tloha rozméru n.
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Slab3 a silnd indukce

Priklad

Posloupnost {F(n)}22; Fibonacciho &isel je definovdna rekurentn&
takto:

F(1)=1, F(2)=1, F(n+2)=F(n)+F(n+1), pron=>1
DokaZte, 7e pro kazdé n > 2 plati rovnost

F(n)? —F(n—1)-F(n+1) = (-1)""1

Regeni: indukce podle n.
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad, pokrac.
© Zakladni krok: plati rovnost pro n = 27

/:(2)2 —F1)-F3) = (—1)2*1 Plati to?

P¥edevsim: F(2) =1, F(1)=1a F(3) = F(1) + F(2) = 2.
Potom

F2P?-F()-F@)=1-1.-2=-1=(-1)! = (-1)>7},

a to jsme chtéli.
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad, pokrac.

@ Indukéni krok: mame pevné n > 2 a chceme dokazat rovnost:
F(n+1)2—=F((n+1)—1)- F((n+1) 4+ 1) = (—1)"+H-1,
Snaha o dekomposici:
F(n+1)22—-F((n+1)—1)-F((n+1)+1) =
F(n+1)2—F(n)-F(n+2)=
F(n+1)2 - F(n)-(F(n)+ F(n+1)) =

F(n+1)2 — F(n)- F(n) — F(n)- F(n+1) =

F(n+1)> - F(n)>— F(n)-F(n+1) =
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad, pokrat.
F(n+1)>—F(n)2 = F(n)-F(n+1) =

F(n+1)2 - F(n)2+ F(n—1)-F(n+1) —
—F(n—1)-F(n+1)—F(n)-F(n+1)

Dekomponovali jsme: objevili jsme levou stranu dlohy rozméru n.

MiZeme zformulovat indukéni predpoklad:

pro pevné n > 2 plati rovnost

F(n)?—F(n—1)-F(n+1)=(-1)""1
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad, pokra&.
TakZe pouzitim indukéniho ptedpokladu:

F(n+1)2—F(n)?>+F(n—1) - F(n+ 1)+
—F(n—1)-F(n+1)— F(n)- F(n+1) =

Flan+1)2 —(-1)"t— F(n—1) - F(n+1)— F(n)- F(n+1) =
F(n+1)22 - (-1)" - F(n+1)-(F(n—1)+ F(n)) =

F(n+1)? = (-1)"! - F(n+1)* =
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Slab3 a silnd indukce

P¥iklad, pokrac.
Dokazali jsme rovnost

F(n+1)2—=F((n+1)—1)- F((n+1) 4+ 1) = (=1)("+*H-1,

Indukéni krok je u konce.

© Podle slabého principu indukce je rovnost

F(n)? = F(n—1)-F(n+1) = (-1)""L.

dokazana pro vsechna n > 2.
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Slab3 a silnd indukce

Ptiklad
Co je Spatné na nasledujicim ddkazu?
@ Je-li maximum dvou pfirozenych &isel 0, pak jsou si obé &isla
rovna.
@ Ptedpokladejme, Ze je-li maximum dvou pFirozenych &isel n,
pak jsou si rovna.
Vezméme nyni dvé pfirozend Cisla a, b takova, Ze jejich
maximum je n+ 1. Pak maximum ¢isela—1ab—1jena
podle predpokladu je a—1 = b — 1. TudiZz a = b.
Podle slabého principu indukce jsou si v8echna pfirozend disla
rovna.
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Slab3 a silnd indukce

Priklad
Prvociselny rozklad p¥irozeného &isla x je zapis
_.m np n
X = pl o p2 ..... pr’7

kde r > 1 je pfirozené &islo, p1 < p2 < --- < p, jsou prvocisla a
ni, na, ..., n, jsou kladna p¥irozend ¢&isla.
DokaZte nasledujici tvrzenf:

KaZdé prirozené ¢&islo x > 2 ma prvociselny rozklad.
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Slab3 a silnd indukce

Princip silné indukce
At V je n&jaka vlastnost p¥irozenych &isel. K tomu, abychom mobhli
usoudit, Ze vSechna p¥irozena &isla n > ng maji vlastnost V/, stadi
ukazat dvé véci:
@ Zakladni krok: ¢islo ng ma vlastnost V.
@ Indukéni krok: &islo n+ 1 ma vlastnost V, pokud
predpokladame, Ze v8echna pfirozenad &isla k, kde
ng < k < n+ 1, maji vlastnost V.

Analogie s rekursivnim algoritmem

Uloha rozméru n > ng je zpracovdna, pokud:
Q Zakladni krok: dloha rozméru ng je zpracovdna nerekursivné.

@ Rekursivni volani: tdloha rozméru n+ 1 je zpracovana, pokud
po dekompozici jsou zpracovany ulohy rozméru k, kde
no < k<n+1.
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Slab3 a silnd indukce

Véta

Princip silné indukce je logicky ekvivalentni principu slabé indukce.

Naznak dikazu:
= Plati-li silny princip indukce, plati i slaby princip.

< Vyuziva faktu, Ze kaZdd neprazdna koneé¢na mnozina
prirozenych &isel ma nejmensi prvek. |

M3 kazda neprazdna podmnozina pfirozenych &isel nejmensi prvek?
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Princip dobrého uspotadani

Princip dobrého usporadani

Kazda neprdazdna podmnozina pfirozenych Cisel ma nejmensi prvek.

Véta
Princip dobrého usporadani je logicky ekvivalentni principim
indukce.

Dasledek

PFijmeme-Ii (kterykoli) princip indukce, musime pFijmout princip
dobrého usporddani. A naopak: pFijmeme-li princip dobrého
usporadani, musime pFijmout princip indukce.
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Princip dobrého uspotadani

Véta
Nasledujici je ekvivalentni:
© Princip dobrého usporadani pfirozenych &isel.

@ V pfirozenych C&islech neexistuje klesajici nekone¢nad
posloupnost.

DaleZité v teorii rekursivnich algoritmi:

terminaci rekursivniho algoritmu zarug&i variant (= rozmér dat,
ktery se zmen3uje, nelze viak zmen3ovat do nekonetna).
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Rekursivni algoritmy

Parketujici algoritmus
Variant je rozmér mistnosti, kterou chceme vyparketovat.

Pozdgji

Dakladné prozkoumame terminaci Eukleidova algoritmu.
Nalezneme variant (zajistime terminaci) a invariant (zajistime
parcidlni korektnost).

Obecné u rekursivnich algoritmu
© Terminace: algoritmus ukoné&i vypocet pro jakdkoli pFipustna
vstupni data.

@ Formule parcialni korektnosti: tvrzeni, které plati, pokud
algoritmus svoji praci ukonéi.
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Rekursivni algoritmy

Collatziv problém

Otdzka terminace nésledujiciho algoritmu:

while x > 1 do
if even(x) then x:=x/2 else x:=3*x+1 endif
endwhile

Sz

Nevi se, zda pro kazdou pFirozenou hodnotu x svou praci skonéi &i
ne.
To znamena: nevi se, jak vypadd variant.
Algoritmus se zastavi pro v8echny pocéateéni hodnoty x mensi nebo
rovny &islu 3 - 253 (stav z roku 1999).
Viz naptiklad

http://mathworld.wolfram.com/CollatzProblem.html

Formule parcialni korektnosti jasna: pokud algoritmus skondi, je
x=1.
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Shrnuti pfednadky

© Dikaz indukci = rekursivni algoritmus.

@ Uzk3 souvislost s rekurentnimi rovnicemi (¢asova ndro¢nost,
sloZitost rekursivniho algoritmu).

© Princip dobrého uspo¥adani a variant zarudi terminaci
rekursivniho algoritmu.

@ Musterbeispiel na indukci neexistuje! Viz sbirka feSenych
prikladi.
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