Rekurentni rovnice, strukturalni indukce
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Strukturalni indukce

Backusova-Naurova forma

Napftiklad syntaxe formuli vyrokové logiky

pu=altt]|(pAp)]|(-p)

kde a € At.

Pozndmky
@ Relaxace BNF.

@ Pivod notace: John Warner Backus a Peter Naur pro popis
syntaxe jazyka ALGOL 60.
Pravidla stejné vyjadfovaci schopnosti: hindsky gramatik
Panini (cca 6. stoleti p¥.n.l.) pro popis sanskrtu.
Prvni formalni popis p¥irozeného jazyka: 3959 versi dila
Astadhyayr.
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Strukturalni indukce

Jiné zépisy BNF
. ’ . ‘ Y1 P2 2
a tt (p1Ae2) (—p)

nebo
pL_P2 (and) | L(not)

—(true) | ————~
tt | (1 A p2) (=)
Axiomy: (atom), (true). Deduktivni pravidla: (and), (not).

— (atom) |
a

Syntakticky strom (Parsing Tree)

—(atom) —(atom)
a

(anb)
(=(a A b))

(and)

(not)
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Strukturalni indukce

Jazyk generovany gramatikou
Abeceda: ¥ = At U {tt,A,—~, (,)}.

MnoZzina F v3ech formuli je F C ¥*.

F je induktivn& generovana “gramatikou” (atom), (true), (and),
(not).

Pro kazdé ¢ € L* plati

p € F iff existuje parsing tree (dané “gramatiky”).

Z toho plyne dalsi indukéni princip!
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Strukturalni indukce

P¥iklad
Pro kazdé ¢ € F plati: ¢ ma stejny pocet pravych a levych zévorek.J

Ji¥i Velebil: YOLDMA 23. dnora 2010: Strukturdlni indukce



Strukturalni indukce

P¥iklad
Pro kazdé ¢ € F plati: ¢ ma stejny pocet pravych a levych zavorek.

Regeni:

@ Tvrzeni plati pro zavér kazdého z axiomil (atom), (true).

@ Pro pravidlo (and):
Jestlize tvrzeni plati pro kazdy pfedpoklad pravidla (and), pak
tvrzeni plati i pro zav&r pravidla (and).

@ Pro pravidlo (not):
JestliZe tvrzeni plati pro kazdy pfedpoklad pravidla (not), pak
tvrzeni plati i pro zav&r pravidla (not).

Podle principu strukturalni indukce jsme hotovi.
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Strukturalni indukce

Princip strukturdlni indukce

At Y je libovolnd kone&na abeceda. At G je kone¢nd sada
odvozovacich pravidel, kterd induktivné zaddva mnozinu slov
LCY*

At A je mnoZina viech axiomi z G. At D je mnoZina viech
deduktivnich pravidel z G.

At V je n&jaka vlastnost slov nad abecedou ¥. K tomu, abychom
ukazali, Ze kazdé slovo v mnozin& L ma vlastnost V/, stadi ukdazat:?

© Zakladni krok: Zavér kaZzdého axiomu z mnoZiny A ma
vlastnost V.

@ Indukeni krok: Pro kaZdou instanci libovolného deduktivniho
pravidla v mnoziné D plati:

Jestlize v8echny ptedpoklady pravidla maji vlastnost V/, potom
i zavér tohoto pravidla ma vlastnost V.

“Tomu se ¥ika: Vlastnost V je invariantni na prichod gramatikou G.
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Strukturalni indukce

Plati:

@ Jestlize plati (silny nebo slaby) princip indukce, plati i princip
strukturalni indukce.

@ Pro kaZdou neprazdnou abecedu X plati: existuje mnoZina
M C ¥*, kterou nelze zadat induktivné.
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Strukturalni indukce

Plati:

@ Jestlize plati (silny nebo slaby) princip indukce, plati i princip
strukturalni indukce.

@ Pro kaZdou neprazdnou abecedu X plati: existuje mnoZina
M C ¥*, kterou nelze zadat induktivné.

Dalsi poznatky: skripta a sbirka feSenych prikladi. )
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Rekurentni rovnice

P¥iklad (Parketdz triminy z minulé pfednagky)

P(n) = pocet parket k vyparketovdni mistnosti rozmé&ru n
Q@ P(1)=1.
@ P(n+1)=1+4-P(n), n> 1.

Cili:
@ P(n+1)—4-P(n)=1, n>1 (rekurentni rovnice).
@ P(1) =1 (potateni podminka).
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Rekurentni rovnice

P¥iklad (sloZitost algoritmu Bubblesort)
Oznatte C(n) polet porovnani v segmentu (pseudo)kédu
for i:=1 ton
for j:= i+l to n
if A[i] > A[j] then swap(A[i],A[j]) endif
endfor
endfor

Potom plati:

n—1
Cn)y=(n-1)+(n—2)+-+1+0=Y k n>1
k=0

Tedy C(1) =0, C(n+1) = C(n)+n, n> 1.
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Rekurentni rovnice

Definice
Linearni rekurentni rovnice k-tého ¥adu s konstantnimi koeficienty
je zapis

aX(n+ k) + a1 X(n+k—1)+---4+ apX(n) = f(n)

kde ax # 0.

Terminologie:

o Koeficienty: (redlnd nebo komplexni) &isla ax, ax—1,..., ao
@ Prava strana: posloupnost f(n)
@ P¥islusnd homogenni rovnice:
aX(n+ k) + a1 X(n+k—=1)+---+ayX(n)=0
@ Charakteristickd rovnice: ax K + ag_ 1 A1+ ---+39=0
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Rekurentni rovnice

Kompletni ¥eSeni homogenni rovnice

Ji¥i Velebil: YOLDMA 23. dnora 2010: Strukturalni indukce 11/19



Rekurentni rovnice

Kompletni ¥eSeni homogenni rovnice

@ Vyfesime charakteristickou rovnici
aX ag M g =0
Kofeny: A1 (ndsobnost k1), ..., A, (ndsobnost k).
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Rekurentni rovnice

Kompletni ¥eSeni homogenni rovnice

@ Vyfesime charakteristickou rovnici
aX ag M g =0
Kofeny: A1 (ndsobnost k1), ..., A, (ndsobnost k).

@ Koren A\ ndsobnosti k; > 1 p¥ida ky riiznych posloupnosti do
fundamentalniho systému:

n n 2 n ki—1 n
1, n-A{, n°- A, .., Nt

(analogicky pfFispgji kofeny Aa, ..., A,).
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Rekurentni rovnice

Kompletni ¥eSeni homogenni rovnice

@ Vyfesime charakteristickou rovnici
aX ag M g =0
Kofeny: A1 (ndsobnost k1), ..., A, (ndsobnost k).

@ Koren A\ ndsobnosti k; > 1 p¥ida ky riiznych posloupnosti do
fundamentalniho systému:

n n 2 n ki—1 n
1, n-A{, n°- A, .., Nt

(analogicky pfFispgji kofeny Aa, ..., A,).

© Fundamentdlni systém ma celkové k riiznych posloupnosti,
protoZe k1 + ko + - - -+ k, = k.
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Rekurentni rovnice

Kompletni ¥eSeni homogenni rovnice

@ Vyfesime charakteristickou rovnici
aX ag M g =0
Kofeny: A1 (ndsobnost k1), ..., A, (ndsobnost k).

@ Koren A\ ndsobnosti k; > 1 p¥ida ky riiznych posloupnosti do
fundamentalniho systému:

n n 2 n ki—1 n
1, n-A{, n°- A, .., Nt

(analogicky pfFispgji kofeny Aa, ..., A,).
© Fundamentdlni systém ma celkové k riiznych posloupnosti,
protoZe k1 + ko + - - -+ k, = k.

@ Kompletni feseni homogenni rovnice je linedrni kombinace
fundamentalniho systému.
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Rekurentni rovnice

Odhad partikularniho ¥eseni pro pravou stranu A" - P(n), kde A je
gislo a P(n) je polynom
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Rekurentni rovnice

Odhad partikularniho ¥eseni pro pravou stranu A" - P(n), kde A je
gislo a P(n) je polynom

© d je nasobnost A jako koFene charakteristické rovnice.
(N&sobnost 0 znamend: A neni kofen).
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Rekurentni rovnice

Odhad partikularniho ¥eseni pro pravou stranu A" - P(n), kde A je
gislo a P(n) je polynom
© d je nasobnost A jako koFene charakteristické rovnice.
(N&sobnost 0 znamend: A neni kofen).
@ Odhad partikuldrniho ¥efeni: n? - A" - p(n), kde p(n) je
polynom stejného stupné jako P(n).
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Rekurentni rovnice

Odhad partikularniho ¥eseni pro pravou stranu A" - P(n), kde A je
gislo a P(n) je polynom
© d je nasobnost A jako koFene charakteristické rovnice.
(N&sobnost 0 znamend: A neni kofen).
@ Odhad partikuldrniho ¥efeni: n? - A" - p(n), kde p(n) je
polynom stejného stupné jako P(n).
© Koeficienty polynomu p(n) ziskdme z pozadavku, Ze
n? . A". p(n) m4 Yegit danou nehomogenni rovnici.
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Rekurentni rovnice

Odhad partikularniho ¥eseni pro pravou stranu A" - P(n), kde A je
gislo a P(n) je polynom
© d je nasobnost A jako koFene charakteristické rovnice.
(N&sobnost 0 znamend: A neni kofen).
@ Odhad partikuldrniho ¥efeni: n? - A" - p(n), kde p(n) je
polynom stejného stupné jako P(n).
© Koeficienty polynomu p(n) ziskdme z pozadavku, Ze
n? . A". p(n) m4 Yegit danou nehomogenni rovnici.

N 24

Pro sloZit&jsi pravou stranu lze pouZit princip superposice.
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Rekurentni rovnice

Kompletni feSeni nehomogenni rovnice
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Rekurentni rovnice

Kompletni feSeni nehomogenni rovnice

@ Selteme kompletni FeSeni homogenni rovnice a partikularni
FeSeni.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 23. tdnora 2010: Strukturdlni indukce 13/19



Rekurentni rovnice

Kompletni feSeni nehomogenni rovnice
@ Selteme kompletni FeSeni homogenni rovnice a partikularni
FeSeni.
@ Jsou-li zadany pocateéni podminky: nakonec uréime
koeficienty linedrni kombinace fundamentélniho systému.
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Rekurentni rovnice

Kompletni YeSeni nehomogenni rovnice
@ Selteme kompletni FeSeni homogenni rovnice a partikularni
FeSeni.
@ Jsou-li zadany pocateéni podminky: nakonec uréime
koeficienty linedrni kombinace fundamentélniho systému.

Shrnuto:
@ Silna analogie s linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi.
@ Diferencni a sumaéni polet, viz napf¥.
J. Kaucky, Kombinatorické identity, Veda, Bratislava, 1975
W. G. Kelley a A. C. Peterson, Difference Equations: An

Introduction with Applications, Academic Press Inc., New
York, 1991
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Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Definice (O-notace)

At f,g : N — R jsou funkce. Rekneme, %e f € O(g) (n&kdy i
f(n) € O(g(n))) (¢teme: f je tfidy velké O g),? kdyz existuji C a
ng tak, ze plati

|f(n)| < C-|g(n)|, pro viechna n> ng

@Zaved| Paul Bachmann v roce 1892.

Priklady
Q f € O(f) plati vidy.
Q@ 6n° —127n + n € O(n?).
@ 3" ¢ O(nP), pro kazdé p € N.
Q n!l e O(n").

Ji¥i Velebil: YOLDMA 23. dnora 2010: Strukturdlni indukce 14/19



Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Véta
At f.g : N — R jsou funkce a at limita

i ()]
n—+oo |g(n)|

existuje a je kone¢nd. Pak f € O(g).

Pozor!
Obraceni této véty neplati.

Pro f(n) =sinn, g(n) =1 plati f € O(g), ale lim,—4oo 77

neexistuje.
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Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Hierarchie (asymptotické) sloZitosti

@ Polynomialni: nap¥iklad O(n*).
Slogan: polynomialné sloZité algoritmy jsou “rychlé”.
Ptiklad: Bubblesort je O(n?).

@ Exponenciélni: naptiklad O(2").
Slogan: exponencidlng sloZité algoritmy jsou “pomalé”.
P¥iklad: test prvotiselnosti postupnym d&lenim (Eratosthenovo
sito).

© A fada dalsich tfid slozitosti. . .

Viz napfiklad
T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein,
Introduction to Algorithms, MIT Press, 2001
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Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Strategie Divide and Conquer

Problém velikosti n je rozd&len na a podproblémii velikosti 7 a pfi
d&leni je “spotfebovan &as” f(n). Celkovy &as T(n) je pak dén
vztahem "

T(n)=a- T(E) +f(n), n>1.

P¥iklad (Merge-Sort)

Vstup: pole &isel X = x[1], ..., x[n].

Vystup: setfidéné pole &isel X.

c pron=1
2T(n/2)+cn pron>1.

SloZitost: T(n) = {
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Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Rovnice Divide and Conquer

n
b
kde a > 0, b > 0 jsou pFirozena disla.
Pokud n = bk, pak plati

T(n)=a-T(;)+f(n), n=1,

T(n) = a- T(g) + f(n)

- 2 T(?)+a.f(g)+f(n)
= & T(Z)+a f(55)+a-f(3)+F(n)
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Rekurentni rovnice Divide and Conquer

Divide and Conquer, pokrat.

Pokud n = bk, plati

k—1
T(n) = & TQ)+> 4 f(%)
j=0

Véta
At T : N — R je rostouci funkce, kterd pro viechna n délitelnd
pFirozenym &islem b > 2 spliiuje rekurentni rovnici

T(n) = c pronzl’
a-T(n/b)+cn pron>1

kde a > 1, ¢ > 0 jsou realna ¢&isla. Pak plati:

T(n) € O(n'°8 ), kdy?a > b, T(n) e O(nlogn), kdyZa = b.
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