Zaklady elementarni teorie Cisel

Ji¥i Velebil: YOLDMA 2. bfezna 2010: Zsklady elementarni teorie &isel



Déleni a délitelnost

Déleni se zbytkem v oboru celych &isel

7 v/

At a, b jsou libovolnd celd &isla, b # 0. Pak existuji jednozna&né
uréend celd &isla g a r takova, Ze jsou splnény nasledujici dvé
podminky:

© Plati rovnost a=q-b—+r.

@ Cislo r splituje nerovnost 0 < r < |b|.
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Déleni a délitelnost

Déleni se zbytkem v oboru celych &isel

7 v/

At a, b jsou libovolnd celd &isla, b # 0. Pak existuji jednozna&né
uréend celd &isla g a r takova, Ze jsou splnény nasledujici dvé
podminky:

© Plati rovnost a=q-b—+r.

@ Cislo r spliiuje nerovnost 0 < r < |b.

Diikaz.
Indukci, tj. rekursivnim algoritmem! Viz skripta. |
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Déleni a délitelnost

Déleni se zbytkem v oboru celych &isel

7 v/

At a, b jsou libovolnd celd &isla, b # 0. Pak existuji jednozna&né
uréend celd &isla g a r takova, Ze jsou splnény nasledujici dvé
podminky:

© Plati rovnost a=q-b—+r.

@ Cislo r spliiuje nerovnost 0 < r < |b.

Diikaz.
Indukci, tj. rekursivnim algoritmem! Viz skripta. |

Definice

Jednoznaéné uréené &islo r z predchozi véty nazveme zbytkem po
déleni &isla a &islem b.
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Déleni a délitelnost

Definice

Rekneme, Ze pfirozené &islo a dé&li pfirozené &islo b (zna&ime a | b),
pokud existuje pfirozené &islo n takové, ze b = n- a.
Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, (téZ znakime a | b),

s v/

pokud existuje celé &islo n takové, Ze b= n- a.

Pokud a d&li &islo b (v oboru pFirozenych &isel nebo celych &isel),
pak &islo a nazveme délitelem ¢&isla b.
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Déleni a délitelnost

Definice

Rekneme, Ze pfirozené &islo a dé&li pfirozené &islo b (zna&ime a | b),
pokud existuje pfirozené &islo n takové, ze b = n- a.
Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, (téZ znakime a | b),

s v/

pokud existuje celé &islo n takové, Ze b= n- a.

Pokud a d&li &islo b (v oboru pFirozenych &isel nebo celych &isel),
pak &islo a nazveme délitelem ¢&isla b.

Pozor!
Podle definice je
@ cislo 0 délitelné kazdym &islem n (i nulou).

Q kazdé &islo n délitelné &islem 1.
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Déleni a délitelnost

Definice
P¥irozenému ¢&islu p vétsimu nez 1 ¥ikdme prvodislo, pokud je &islo
p délitelné pouze &isly 1 a p.
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Déleni a délitelnost

Definice
P¥irozenému ¢&islu p vétsimu nez 1 ¥ikdme prvodislo, pokud je &islo
p délitelné pouze &isly 1 a p.

Tvrzenfi
MnoZina vsech prvocisel P je nekone¢na mnoZina.
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Déleni a délitelnost

Definice
P¥irozenému ¢&islu p vétsimu nez 1 ¥ikdme prvodislo, pokud je &islo
p délitelné pouze &isly 1 a p.

Tvrzenfi
MnoZina vsech prvocisel P je nekone¢na mnoZina.

Diikaz. (Eukleides: 3. stoleti p¥.n.l.)

P¥edpokladejme, ze P = {p1,..., pn}. Definujeme p¥irozené &islo p
takto: p=py-pp----- Pn—1-Ppn+1. Z¥ejm& p & P. Je-li p prvocislo,
jsme hotovi — ptivodni mnoZina {p1, ..., pn} nemohla obsahovat
v8echna prvodisla. Je-li p slozené &islo, musi se v jeho prvociselném
rozkladu vyskytovat prvotislo, které neni v mnozin& {p1,..., pn}.
V kazdém p¥ipad€ mnozina {p1, ..., pp} neobsahuje viechna
prvodisla, mnoZina P musi byt nekoneéna. |
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Déleni a délitelnost

Z3akladni véta elementarni teorie &isel

7

Pro kazdé p¥irozené &islo x > 2 existuje jednoznacny prvociselny
rozklad.
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Déleni a délitelnost

Z3akladni véta elementarni teorie &isel

7

Pro kazdé p¥irozené &islo x > 2 existuje jednoznacny prvociselny
rozklad.

Priklad

Cislo 1960 ma prvotiselny rozklad 23 -5 - 72.
TudiZ &islo 1960 ma celkem

4.2.3=24

riznych déliteld.
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Déleni a délitelnost

Definice

Rekneme, Ze p¥irozené &islo d je nejvétsim spolenym délitelem
ptirozenych &isel a, b (znakeni d = ged(a, b)), pokud jsou spln&ny
nasledujici dvé podminky:?

?Anglicky greatest common divisor, odtud pochazi zna&eni.
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Déleni a délitelnost

Definice
Rekneme, Ze p¥irozené &islo d je nejvétsim spolenym délitelem
ptirozenych &isel a, b (znakeni d = ged(a, b)), pokud jsou spln&ny
nasledujici dvé podminky:?
@ Cislo d je spoletnym dilitelem &isel a, b, tj. plati, d | aa
soutasné d | b (v oboru p¥irozenych &isel).

?Anglicky greatest common divisor, odtud pochazi zna&eni.
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Déleni a délitelnost

Definice
Rekneme, Ze p¥irozené &islo d je nejvétsim spolenym délitelem
ptirozenych &isel a, b (znakeni d = ged(a, b)), pokud jsou spln&ny
nasledujici dvé podminky:?
@ Cislo d je spoletnym dilitelem &isel a, b, tj. plati, d | aa
soutasné d | b (v oboru p¥irozenych &isel).
@ Cislo d je nejvétsim ze viech spoletnych dilitelii &isel a, b, tj.
plati nasledujici: je-li ¢ takové pFirozené &islo, pro které plati
c | a a soutasn& c | b, potom c | d.

?Anglicky greatest common divisor, odtud pochazi zna&eni.
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Déleni a délitelnost

Definice
Rekneme, Ze p¥irozené &islo d je nejvétsim spolenym délitelem
ptirozenych &isel a, b (znakeni d = ged(a, b)), pokud jsou spln&ny
nasledujici dvé podminky:?
@ Cislo d je spoletnym dilitelem &isel a, b, tj. plati, d | aa
soutasné d | b (v oboru p¥irozenych &isel).
@ Cislo d je nejvétsim ze viech spoletnych dilitelii &isel a, b, tj.
plati nasledujici: je-li ¢ takové pFirozené &islo, pro které plati
c | a a soutasn& c | b, potom c | d.
Pokud gcd(a, b) = 1, fekneme, Ze pfirozena &isla a, b jsou
nesoudélna.

?Anglicky greatest common divisor, odtud pochazi zna&eni.
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Déleni a délitelnost
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Déleni a délitelnost

Priklad

Pro &isla a=1960 =23-5.72a b=308 =22-7-11 je
ged(a, b) =22 -7 = 28.

VsSechna spoletnd prvocisla v maximalni spole¢né mocniné.
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Déleni a délitelnost

Priklad

Pro &isla a=1960 =23-5.72a b=308 =22-7-11 je
ged(a, b) =22 -7 = 28.

VsSechna spoletnd prvocisla v maximalni spole¢né mocniné.

Prvotiselny rozklad je obecné velmi tézky problém — viz napfiklad
Sifrovaci protokol RSA (3ifrovdni s vefejnym klicem).

Lze se pfi hledani nejvétsiho spolecného délitele znalosti
prvotiselnych rozkladd vyhnout?
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Jednoduchy Eukleidiv algoritmus
Pfedpokladejme, Ze pro ptirozena &isla a, b plati a > b > 0.

Oznalme b = by a délenim se zbytkem vytvofme posloupnost
p¥irozenych &isel by, by, ...:

a = qo-bo+ by
bo = qi-bi+ b
by = q-b+ b3

dokud neni b, = 0.
Potom ged(a, b) = bp_1.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Jednoduchy Eukleidiv algoritmus
Pfedpokladejme, Ze pro ptirozena &isla a, b plati a > b > 0.

Oznalme b = by a délenim se zbytkem vytvofme posloupnost
p¥irozenych &isel by, by, ...:

a = qo-bo+ by
bo = qi-bi+ b
by = q-b+ b3

dokud neni b, = 0.
Potom ged(a, b) = bp_1.

Pro¢ by to mélo fungovat? Terminace? Parcidlni korektnost?
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

P¥iklad
Béh jednoduchého Eukleidova algoritmu pro a = 427, b = 133.

427=3-133+28

133=4- 28 +21

e

28 =1-21+7
f\/v’\J
21=3-7 +0

Proto plati, Ze ged(427,133) = 7.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Tvrzeni (Terminace jednoduchého Eukleidova algoritmu)

Existuje n takové, Ze b, = 0.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Tvrzeni (Terminace jednoduchého Eukleidova algoritmu)

Existuje n takové, Ze b, = 0.

Diikaz.
Plati bg > by > by > b3 > .... Jde totiZ o zbytky p¥i déleni. Proto
existuje n takové, ze b, = 0. (Princip dobrého uspofidani!) |

4
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Tvrzeni (Terminace jednoduchého Eukleidova algoritmu)

Existuje n takové, Ze b, = 0.

Diikaz.
Plati bg > by > by > b3 > .... Jde totiZ o zbytky p¥i déleni. Proto
existuje n takové, ze b, = 0. (Princip dobrého uspofidani!) |

Zbytky po déleni tvoti variant jednoduchého Eukleidova algoritmu.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Tvrzeni (Parcidlni korektnost jednoduchého Eukleidova algoritmu)

Predpokladejme, Ze pro pFirozenad Cisla a, b platia > b > 0.
Viydélme C&islo a Cislem b se zbytkem. Pro néjaka q a r tedy plati

a=q-b+r, kde0<r < b.

Q Je-lir =0, potom b je nejvétsim spolecnym délitelem Cisel a,
b.

@ Je-li r > 0, oznaéme jako d jakéhokoli spole¢ného délitele
plivodnich ¢&isel a a b. Potom d je spole¢ny délitel Cisel b a r.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Tvrzeni (Parcidlni korektnost jednoduchého Eukleidova algoritmu)

Predpokladejme, Ze pro pFirozenad Cisla a, b platia > b > 0.
Viydélme C&islo a Cislem b se zbytkem. Pro néjaka q a r tedy plati

a=q-b+r, kde0<r < b.

Q Je-lir =0, potom b je nejvétsim spolecnym délitelem Cisel a,
b.

@ Je-li r > 0, oznaéme jako d jakéhokoli spole¢ného délitele
plivodnich ¢&isel a a b. Potom d je spole¢ny délitel Cisel b a r.

Byt spoleénym délitelem tvofi invariant jednoduchého Eukleidova
algoritmu.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 2. bfezna 2010: Z3aklady elementdrni teorie &isel



Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

P¥iklad
Zpétny béh jednoduchého Eukleidova algoritmu pro
ged(427,133) = T7:

7 = 1.-28-21
= 1-(427]-3-[133) —( 33\—4 28)
1-(1427] - 3-[133]) - (133] - 4 —-3.[133)))

— 5.[427|-16-]133]

Zbytky po déleni jsou podtrzené, &isla 427 a 133 jsou v rdmecku.
Tudiz plati:

ged(427,133) =7 = o - 427 + B - 133

proa=5,0=—
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Disledek (Bezoutova rovnost)

At a a b jsou ptirozend &isla. Potom existuji celd &isla o, 3 tak, Ze
plati rovnost
ged(a,b) =a-a+ (- b.
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Dusledek (Bezoutova rovnost)
At a a b jsou ptirozend &isla. Potom existuji celd &isla o, 3 tak, Ze
plati rovnost
ged(a,b) =a-a+ (- b.
Diikaz.
Zpétny chod jednoduchého Eukleidova algoritmu. |
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Disledek (Bezoutova rovnost)

At a a b jsou ptirozend &isla. Potom existuji celd &isla o, 3 tak, Ze
plati rovnost
ged(a,b) =a-a+ (- b.

Dikaz.
Zpétny chod jednoduchého Eukleidova algoritmu. |

Zpétny chod je tézkopadny.
Neexistuje lepsi zplsob hledani &isel «, 57
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Jednoduchy Eukleidiv algoritmus

Dusledek (Bezoutova rovnost)

At a a b jsou ptirozend &isla. Potom existuji celd &isla o, 3 tak, Ze
plati rovnost
ged(a,b) =a-a+ (- b.

Dikaz.
Zpétny chod jednoduchého Eukleidova algoritmu. |

Zpétny chod je tézkopadny.
Neexistuje lepsi zplsob hledani &isel «, 57
Ano: rozsiteny Eukleidiv algoritmus.
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Rozsiteny Eukleidiv algoritmus

Priklad

Rozsiteny Eukleidiv algoritmus na nalezeni Bezoutovy rovnosti

gcd(427,133) = o - 427+ 5 - 133

a b|gq rio| ar| Bo| B
427 | 133 1 0 0 1
427 | 133 | 3 | 28 0 1 1 -3
133 28 4 | 21 1 4| -3 | 13

28 21 | 1 7| -4 5| 13 | -16
21 713 0 51-19|-16| 61
7 0
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Rozsiteny Eukleidiv algoritmus

Priklad

Rozsiteny Eukleidiv algoritmus na nalezeni Bezoutovy rovnosti

gcd(427,133) = o - 427+ 5 - 133

a b|gq rio| ar| Bo| B
427 | 133 1 0 0 1
427 | 133 | 3 | 28 0 1 1 -3
133 28 4 | 21 1 4| -3 | 13

28 21 | 1 7| -4 5| 13 | -16
21 713 0 51-19|-16| 61
7 0

Tvrdime, Ze gcd(427,133) = 7 a Ze Bezoutova rovnost ma tvar
7=5.427 + (—16) - 133.
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Rozsiteny Eukleidiv algoritmus

Terminace a parcialni korektnost
© Terminace: viz terminace obyéejného Eukleidova algoritmu.

@ Parcidlni korektnost: na kazdém ¥adku plati

ai-a+B1-b=r, proaktudlni zbytek r > 0.

To jest: nasli jsme invariant rozsifeného Eukleidova algoritmu.
v
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