Relace a kongruence modulo
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice

Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 9. bfezna 2010: Relace a kongruence modulo



Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Priklad
At A = {a, b, c}. P¥iklady bindrnich relaci na A:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Priklad

At A = {a, b, c}. P¥iklady bindrnich relaci na A:
O R={(a,b),(c,a)}. Plati a R b a také c R a.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Priklad
At A = {a, b, c}. P¥iklady bindrnich relaci na A:
O R={(a,b),(c,a)}. Plati a R b a také c R a.

Q@ Ap={(a,a),(b,b),(c,c)}. Plati x Ap y iff x = y. Nazev:
diagonala na A nebo identita na A.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Priklad

At A = {a, b, c}. P¥iklady bindrnich relaci na A:
O R={(a,b),(c,a)}. Plati a R b a také c R a.
Q@ Ap={(a,a),(b,b),(c,c)}. Plati x Ap y iff x = y. Nazev:
diagonala na A nebo identita na A.
© A x A je bindrni relace na A. Je to “nejvétsi’ moznd binarn{
relace na mnozing A. Plati x (A x A) y iff x,y € A.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Binarni relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Piseme
x R y (¢teme: x je v relaci R s y) misto (x,y) € R.

Priklad

At A = {a, b, c}. P¥iklady bindrnich relaci na A:
O R={(a,b),(c,a)}. Plati a R b a také c R a.

Q@ Ap={(a,a),(b,b),(c,c)}. Plati x Ap y iff x = y. Nazev:
diagonala na A nebo identita na A.

il

© A X A je bindrni relace na A. Je to “nejvétsi” moznd bindrni
relace na mnozing A. Plati x (A x A) y iff x,y € A.

v

Q 0 je bindrni relace na A. Je to “nejmen$i” moZnd bindrni
relace na mnoZin& A. Pro Zadnou dvojici (x, y) neplati x () y.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbot 3ellova &isla

Relaci R budeme chtit chdpat dvéma riznymi zplsoby:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Relaci R budeme chtit chdpat dvéma riznymi zplsoby:

@ Jako seznam dvojic (x, y), kdy se x ma “slepit” s y. Takovym
relacim R se ¥ika relace ekvivalence.
Relace ekvivalence musi mit specidlni vlastnosti.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Relaci R budeme chtit chdpat dvéma riznymi zplsoby:

@ Jako seznam dvojic (x, y), kdy se x ma “slepit” s y. Takovym
relacim R se ¥ika relace ekvivalence.
Relace ekvivalence musi mit specialni vlastnosti.

@ Jako seznam dvojic (x, y), kdy x je “mensi nebo rovno” y.
Takovym relacim R se ¥ika relace usporadani.
Relace ¢aste¢ného usporadani musi mit specialni vlastnosti.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice

Rekneme, Ze binarni relace R na mnoZiné A je:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mnoZiné A je:

© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mno%in& A je:
© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.

@ Symetrickd, kdyZ pro viechna x,y € A plati: jestlize x R y,
pak y R x.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence T 7
Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mno%in& A je:
© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.
@ Symetrickd, kdyZ pro viechna x,y € A plati: jestlize x R y,
pak y R x.
© Transitivni, kdyZ pro vSechna x,y,z € A plati: jestlize xR y a
soulasné y R z, pak x R z.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mno%in& A je:
© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.
@ Symetrickd, kdyZ pro viechna x,y € A plati: jestlize x R y,
pak y R x.
© Transitivni, kdyZ pro vSechna x,y,z € A plati: jestlize xR y a
soulasné y R z, pak x R z.

@ Antisymetrickd, kdyz pro vSechna x,y € A plati: jestlize x R y
a soucasné y R x, pak x = y.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mno%in& A je:
© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.
@ Symetrickd, kdyZ pro viechna x,y € A plati: jestlize x R y,
pak y R x.
© Transitivni, kdyZ pro vSechna x,y,z € A plati: jestlize xR y a
soulasné y R z, pak x R z.
@ Antisymetrickd, kdyz pro vSechna x,y € A plati: jestlize x R y
a soucasné y R x, pak x = y.
© Relace ekvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a
transitivni sou¢asné.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
Rekneme, Ze binarni relace R na mno%in& A je:
© Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: x R x.
@ Symetrickd, kdyZ pro viechna x,y € A plati: jestlize x R y,
pak y R x.
© Transitivni, kdyZ pro vSechna x,y,z € A plati: jestlize xR y a
soulasné y R z, pak x R z.
@ Antisymetrickd, kdyz pro vSechna x,y € A plati: jestlize x R y
a soucasné y R x, pak x = y.
© Relace ekvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a
transitivni sou¢asné.
O Relace usporadani, pokud je reflexivni, antisymetrickd a
transitivni soucasné.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice

At R a S jsou bindrni relace na mnoZing A.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
At R a S jsou bindrni relace na mnoZing A.

@ Opaina relace k relaci R je binarni relace znalena R°P
s vlastnosti x R°P y pravé tehdy, kdyZ y R x.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
At R a S jsou bindrni relace na mnoZing A.

@ Opaina relace k relaci R je binarni relace znalena R°P
s vlastnosti x R°P y pravé tehdy, kdyZ y R x.

@ SloZeni relaci R a S je binarni relace znacend R; S s vlastnosti
x R; S y pravé tehdy, kdyZ existuje z € A takové, Ze xR z a
soutasné z S y. Prvku z ¥ikdme prosttednik vztahu x R; S y.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Definice
At R a S jsou bindrni relace na mnoZing A.

@ Opacna relace k relaci R je bindrni relace znagena R°P
s vlastnosti x R°P y pravé tehdy, kdyZ y R x.

@ SloZeni relaci R a S je binarni relace znacend R; S s vlastnosti
x R; S y pravé tehdy, kdyZ existuje z € A takové, Ze xR z a
soutasné z S y. Prvku z ¥ikdme prosttednik vztahu x R; S y.

Pozor!

Znadkeni je jiné nez ve skriptu
M. Demlova a B. Pondélicek, Matematicka logika, skriptum
FEL, 1997.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 9. bfezna 2010: Relace a kongruence modulo




Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbot 3ellova &isla

Tvrzeni

At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Tvrzenf
At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
@ Relace R je reflexivni iff Ap C R.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Tvrzenf

At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
@ Relace R je reflexivni iff Ap C R.
@ Relace R je symetricka iff R = R°P.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Tvrzenf

At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
@ Relace R je reflexivni iff Ap C R.
@ Relace R je symetricka iff R = R°P.
© Relace R je transitivni iff R; R C R.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Tvrzenf
At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
@ Relace R je reflexivni iff Ap C R.
@ Relace R je symetricka iff R = R°P.
© Relace R je transitivni iff R; R C R.
@ Relace R je antisymetrickd iff RN R°P C Ap.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Tvrzenf
At R je bindrni relace na mnoZin& A. Pak plati:
@ Relace R je reflexivni iff Ap C R.
@ Relace R je symetricka iff R = R°P.
© Relace R je transitivni iff R; R C R.
@ Relace R je antisymetrickd iff RN R°P C Ap.

Pozor!

Relace R na A je symetrickd a antisymetricka souasné iff R C Ay.

Z toho, Ze je relace symetricka tedy neplyne, Ze je antisymetricka
(a naopak).
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

i odbotka — Bellova &isla

Priklad

Ctverec S v roviné:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Priklad

Ctverec S v roviné:

B C

@ Bindrni relace R na S: dva body P;, P &tverce S jsou v relaci
R pravé tehdy, kdyZ plati bud P; = P> nebo Py i P leZi na
hranici.

R je relace ekvivalence a dava navod, jak slepit body &tverce:
slepte vSechny body hranice do jednoho a uvnitf &tverce
neslepujte nic.

Vyslednd faktorovd mnozina S/R (mnoZina S slepena podle
ndvodu R) je povrch koule, neboli sféra.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)
@ Binarni relace R na S takova, Ze chceme slepit pouze body na
tse¢ce AB s odpovidajicimi body na tsetce CD podle
symetrie dané osou o
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)
@ Binarni relace R na S takova, Ze chceme slepit pouze body na
tse¢ce AB s odpovidajicimi body na tsetce CD podle
symetrie dané osou o

B C

Faktorovd mnoZzina je vélcova plocha.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)

© Binarni relace R na S takova, Ze chceme slepit pouze body na
isetce AB s odpovidajicimi body na tseéce CD podle
symetrie dané bodem S

A D

Ji¥i Velebil: YOLDMA 9. bfezna 2010: Relace a kongruence modulo



Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)

© Binarni relace R na S takova, Ze chceme slepit pouze body na
isetce AB s odpovidajicimi body na tseéce CD podle
symetrie dané bodem S

A D

B C

Faktorova mnoZina je Mobidyv list.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 9. bfezna 2010: Relace a kongruence modulo



Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)

@ Binarni relace R takova, Ze chceme slepit pouze body na
iseéce AB s odpovidajicimi body na tseéce CD podle
symetrie dané osou o a body tisetky BC s odpovidajicimi
body dsetky DA podle symetrie dané bodem S (Mabidv list

na vélcové ploge):
.0
A E D

s
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

P¥iklad (pokrat.)

@ Binarni relace R takova, Ze chceme slepit pouze body na
iseéce AB s odpovidajicimi body na tseéce CD podle
symetrie dané osou o a body tisetky BC s odpovidajicimi
body dsetky DA podle symetrie dané bodem S (Mabidv list

na vélcové ploge):
.0
A E D

s

B C

Faktorovd mnoZina je Kleinova ldhev. @

?Kleinova lahev neni t¥idimensiondlni objekt!
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i relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:

© Relace ekvivalence R na X je ndvod, jak se maji slepovat
prvky mnoziny X.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:
© Relace ekvivalence R na X je ndvod, jak se maji slepovat
prvky mnoziny X.
@ Po dvojici (X, R) se miZeme “prochdzet”, pficemz relace R
ndm “pokazila zrak”.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:
© Relace ekvivalence R na X je ndvod, jak se maji slepovat
prvky mnoziny X.
@ Po dvojici (X, R) se miZeme “prochdzet”, pficemz relace R
ndm “pokazila zrak”.
@ Faktorovd mnozina X/R je mnoZina, kde jsme predepsané
dvojice bodi skutecné slepili.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:
© Body (prvky) mnoziny X/R?
Slepime kaZdy bod x € X se vemi body x’, se kterymi ndm
ptikazuje relace R bod x slepit:

Xl ={xX" e X | xR X'}

MnoZin& [x]r se Fikd tfida ekvivalence R representovana
prvkem x. Tedy:

X/R={[xlr | x € X}
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Shrnuto:
© Body (prvky) mnoziny X/R?
Slepime kaZdy bod x € X se vemi body x’, se kterymi ndm
ptikazuje relace R bod x slepit:

Xl ={xX" e X | xR X'}

MnoZin& [x]r se Fikd tfida ekvivalence R representovana
prvkem x. Tedy:

X/R={[xlr | x € X}

Tvrzeni

Zadat ekvivalenci na mnoZziné X je totéZ jako zadat rozklad
mnoziny X.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

B(n)=potet relaci ekvivalence na n-prvkové mnozin&

@ Jednoduché: B(0) =1, B(1) =1, B(2) =2.
Q B(n):Z<Z:1> -B(n—k), n>1.

k=1
Cislu B(n) ¥kdme n-té Bellovo &islo.
Rekurence je totéZz jako rekursivni algoritmus pro vygenerovani
vech relaci ekvivalence (tj. rozkladii) na mnozin& X:
Q Je-li X =0, pak 0 je jediny rozklad.
Q Je-li X #0, pak
@ Vyberte pevné x € X.
@ Vygenerujte viechny podmnoZiny Y mnoziny X \ {x}.

@ Pro kaZzdou takovou Y': vygenerujte viechny rozklady
X\ ({x}UY) a pfidejte {x} U Y.
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Odbotka — binarni relace a relace ekvivalence

Dal3i odbotka — Bellova &isla

Pozor!
Kratky vzorec pro Bellova &isla (zatim?) neexistuje. Vice
o kombinatorickych problémech a jejich aplikacich v programovani
napr.
P. J. Cameron, Combinatorics: Topics, Techniques,
Algorithms, Cambridge University Press, 1994
nebo

F. Bergeron, G. Labelle a P. Leroux, Combinatorial Species
and Tree-like Structures, Cambridge University Press, 2004
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Kongruence modulo

Definice

7

At m > 1 je pevné ptirozené &islo. Rekneme, Ze celd &isla a a b
jsou kongruentni modulo m, (znat¢ime a = b (mod m)), pokud
existuje celé ¢islo k takové, ze a— b=k - m.
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Kongruence modulo

Definice

7

At m > 1 je pevné ptirozené &islo. Rekneme, Ze celd &isla a a b
jsou kongruentni modulo m, (znat¢ime a = b (mod m)), pokud
existuje celé ¢islo k takové, ze a— b=k - m.

P¥eformulovani kongruence modulo m

@ Pro m > 1: vztah a = b (mod m) plati iff a i b maji stejny
zbytek po délenfi &islem m.

@ Pro m = 1: vztah a = b (mod 1) plati iff a i b jsou celd &isla.

<
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Kongruence modulo

Tvrzeni

At m > 1 je pevné pfirozené &islo. Potom plati:
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Kongruence modulo

Tvrzeni

At m > 1 je pevné pfirozené &islo. Potom plati:
© Kongruence modulo m je relace ekvivalence na mnoZiné
celych &isel, tj. je reflexivni, symetricka a transitivni.
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Kongruence modulo

Tvrzeni

At m > 1 je pevné pfirozené &islo. Potom plati:
© Kongruence modulo m je relace ekvivalence na mnoZiné
celych &isel, tj. je reflexivni, symetricka a transitivni.
@ Kongruence modulo m respektuje operaci s¢itani, tj. pro
viechna celd &isla a, b, a', b’ plati-
JestliZe plati a = b (mod m) a sou&asné 3’ = b’ (mod m), pak
platia+a = b+ b (mod m).
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Kongruence modulo

Tvrzeni

At m > 1 je pevné pfirozené &islo. Potom plati:

© Kongruence modulo m je relace ekvivalence na mnoZiné
celych &isel, tj. je reflexivni, symetricka a transitivni.

@ Kongruence modulo m respektuje operaci s¢itani, tj. pro
viechna celd &isla a, b, a', b’ plati-
JestliZe plati a = b (mod m) a sou&asné 3’ = b’ (mod m), pak
platia+a = b+ b (mod m).

© Kongruence modulo m respektuje operaci nasobeni, tj. pro
vdechna celd &isla a, b, a’, b’ plati-
JestliZe plati a = b (mod m) a sou¢asné a’ = b’ (mod m), pak
platia-a = b- b (mod m).
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Kongruence modulo

Dusledek

MnoZinu celych C&isel Ize “slepit” pomoci kongruence modulo m.
PFislusnou faktorovou mnoZinu ozna&ime Zip,.
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Kongruence modulo

Dusledek

MnoZinu celych C&isel Ize “slepit” pomoci kongruence modulo m.
PFislusnou faktorovou mnoZinu ozna&ime Zip,.

Lemma

At m > 1 je pevné pFirozené &islo. Potom mnoZina 7., ma pFesné
m riznych prvkd: Zm = {[0]m, [1]m,-- -, [m — 1]m}.

Rikdme jim standardni tvary prvkii Z,.
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Kongruence modulo

Dusledek

MnoZinu celych C&isel Ize “slepit” pomoci kongruence modulo m.
PFislusnou faktorovou mnoZinu ozna&ime Zip,.

Lemma

At m > 1 je pevné pFirozené &islo. Potom mnoZina 7., ma pFesné
m riznych prvkd: Zm = {[0]m, [1]m,-- -, [m — 1]m}.

Rikdme jim standardni tvary prvkii Z,.

Ptiklad

Ze = {[0]e; [1]e. [2]e6. [3]6, [4]5, [5]6 }-
Plati napfiklad [2]¢ = [8]6 = [—4]s-
Zjednodusené znaceni: 2 =8 = —4 v Zs.
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P¥iklad (pokrac.)

Kongruence modulo 6 respektuje s¢itdni.
Tabulka pro séitani v Zg:

@6 || [0ls [1le [2ls [3Ble [4ls [5le
[0l | [0]6 [lle [2l6 [3l6 [4]6 [56
(e || [Lle [2l6 [3le [4le [5]6 [Ol6
2l | 26 [3l6 [4le [5le [0l [1]6
[Ble | [Bl6 [4le [5le [0le [Ll6 [2]e
(4l | [4]e [Ble [0l6 [lle [26 [3]e
[5le | [Ble [0]6 [l [2l6 [Bl6 [4l6

ZjednoduZené znaleni: misto [3]s @ [4]¢ = [1]¢ budeme psat

3+4:1VZ6
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P¥iklad (pokrat.)

Kongruence modulo 6 respektuje nasobeni.
Tabulka nasobeni v Zg:

@6 || [0ls [l6 [2ls [l [4ls [5le
[0l | [0]e [0]6 [O]e [O]¢ [O]6 [0
(e | [0l6 [lle [2l6 [3l6 [4l6 [5l6
[l || [0l [26 [4le [Ole [26 [4l6
[Ble || [0]6 [Ble [0l¢ [3le [0le [3le
46 || [0l [4l6 [2le [Ol6 [4l6 [2l6
[Ble | [0]6 [Ble [4l6 [3l6 [26 [l]6

Zjednodugené znaleni: misto [3]s © [4]¢ = [0]¢ budeme psat

3.-4=0v Zg
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