Okruh Z,,
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Minule:
@ Slepovani prvki Z modulo m: mnoZina Zp,.
@ Operace na Zpy,: &, (stitani), ©m (ndsoben).
© Specialni prvky: [0]m a [1]m.
Q Vlastnosti (Zpm, ®m, ©m, [0]m, [1]m)? Velmi podobné
(Z,+,-,0,1)!
Jde o komutativni okruh s jednotkou.
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Definice
At K je neprdzdnd mnoZina, na ni dv& bindrni operace
+: K x K — K (¢eme: s¢itani) a - : K x K — K (¢teme:
nasoben).
Uspotadana trojice (K, +, ) je okruh, pokud plati:
@ Operace + je komutativni, asociativni, ma neutralni prvek 0
(¢teme: nula) a existuji inversni prvky vzhledem k +.

@ Operace - je asociativni.
© Operace - je distributivni vzhledem k operaci +.

Okruh (K, +,-) je komutativni, pokud i operace - je komutativni.
Okruh (K, +,-) je okruh s jednotkou, pokud i operace - ma
neutrdIni prvek 1 (¢teme: jednicka, jednotka).

Znatime: (K, +,-,0,1).
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Priklady okruhi
@ Cela &isla: (Z,+,-,0,1). Komutativni okruh s jednotkou.

@ Cela &isla modulo m: (Zp,, +,-,0,1). Komutativni okruh
s jednotkou.

© Redlné matice Mat,«,(R), n > 2: okruh s jednotkou, neni
komutativni.

© Redlnd &isla: (R, +,-,0,1). Komutativni okruh s jednotkou.
Navic: pro kaZdé x # 0 existuje inverse vzhledem k ndsobeni.
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Linedrni rovnice v Zm,

P¥iklad
Vyfeste 6x = 12 v R.

6x = 12 (6 ma inversi a ndsobeni je operace)
6-1.(6x) = 67 1-12 (ndsobeni je asociativni)
671-6)-x = 6112 (671-6=1)
1-x = 671-12 (1 je neutrdIni k ndsobeni)
x = 67112
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Linedrni rovnice v Zm,

Priklad

Vyfeste 6x = 12 v Zi3.

Uhodneme: 671 =11 v Z;3, protoze 6-11 =66 =5-134+1=1
v Z13.

Pak pocitame stejné:

bx = 12 (6 ma inversi a ndsobeni je operace)
1.12 (ndsobenf je asociativni)
12 (671-6=1)
~1.12 (1 je neutrdlni k nasobent)
1,12 (=11-12=132=10-13+2 =2)
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Vada na krase: hadali jsme inversi.
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Linedrni rovnice v Zm,

Priklad
Vyteste: 6x = 12 v Zy5.
Cislo 6 nema v Zys inversi. (Vyzkou¥enim viech kandidata.)

Dana rovnice ma presné tfi riizna feseni: x; =2, xo =7 a x3 = 12.
(Vyzkousenim v3ech kandidatd.)

Vada na krase: hruba sila.
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Linedrni rovnice v Zm,

Véta o Fesitelnosti linedrnich rovnic v Z,

At a a m jsou p¥irozend &isla, m > 2. At ged(a,m) =d > 0.
Potom linedrni rovnice

ax=>b VvZn

m3 Yedeni pravé tehdy, kdyz d | b.

Navic, jestlize d | b, ma tato rovnice v Zp, pravé d rliznych ¥edeni.

Dusledek: existence inversi

Rovnice ax = 1 md v Z,, ¥feleni pravé tehdy, kdyz ged(a, m) = 1.
Toto FeSeni je jednoznaéné
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Linedrni rovnice v Zm,

Priklad
Nalezn&te (pokud existuje) inversi k 6 v Zi3.
Postup:
Q gcd(13,6) = 1, takZe inverse existuje.
@ Bezoutova rovnost: gcd(13,6) =1=1-13+(—2) -6 v Z.
© Bezoutova rovnost, prettend v Zi3: 1 = (—2) -6 v Z3.
Q Inverse 6 v Z13: 671 = (=2) = 11 v Z13.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 16. bfezna 2010: Okruh Zp,



Linedrni rovnice v Zm,

P¥iklad

Vyfeste: 6x = 12 v Zis.

Cislo 6 nema v Zis inversi, protoze ged(15,6) = 3 # 1.
ProtoZe 3 | 12, ma dand rovnice YeZeni.

Re¥enf jsou presné t¥i. Jejich nalezeni:

Q 6x =12 v Zj5 iff 6x + 15k = 12 v Z pro né&jaké k iff
2x + 5k = 4 v Z pro néjaké k iff 2x =4 v Zs.

@ gcd(5,2) =1, tudiz x =2 v Zs.
Q 1 =2, x%=24+1-5=7,x3=24+2-5=12 v Z1s.
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Téleso

Definice

Komutativni okruh s jednotkou (K, +,-,0,1) je téleso, kdyZ plati:

x # 0 iff existuje x 1.

Disledek
L, je téleso pravé kdyZ m je prvocislo.
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Téleso

Slogan (reklamni heslo, nikoli matematickd véta):

© V obecném Z,, si mizu dovolit pouze to, co si mizu dovolit
v Z.
Jde totiz o komutativni okruhy s jednotkou.

@ V Zp, p prvocislo, si mizu dovolit to, co si miZu dovolit v R.
Jde totiZ o télesa.

Dasledky sloganu:
© Nad Zj, by méla jit vybudovat linedrni algebra.

© Meéla by mit stejné vlastnosti jako linearni algebra nad R.
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Gaussova eliminace (GEM)

Gaussova eliminace nad R: Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
P¥evod na matici v hornim blokovém tvaru povolenymi tpravami:
© Prohodit dva ¥adky matice.
@ Vynasobit fadek matice nenulovym redlnym &islem.

@ P¥icdist k danému ¥adku linedrni kombinaci ostatnich fadku.

Gaussova eliminace nad Zp, p prvotislo

P¥evod na matici v hornim blokovém tvaru povolenymi tpravami:
© Prohodit dva ¥adky matice.
@ Vyndsobit ¥ddek matice nenulovym &islem v Z,,.

@ P¥icdist k danému fadku linedrni kombinaci ostatnich fadku.
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Gaussova eliminace (GEM)

Poznamky ke GEM (Gaussové eliminaéni metodg)
@ GEM pouzivdme pouze v Zp, p prvotislo.

@ Hodnost matice A je &islo rank(A). Jde o pocet nenulovych
fadkl po skon&eni GEM.

© Algoritmy zaloZené na GEM: ¥eSeni soustav linearnich rovnic,
vypodet inversni matice

(AIE) ~ -~ ~ (EIATY)

apod.

Q V Z,, mslozené, GEM nedefinujeme. TudiZ: ¥eSeni soustav
linedrnich rovnic nebudeme popisovat, vypocet inversni matice
jinym algoritmem.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 16. bfezna 201



Gaussova eliminace (GEM)

Véta (Frobeniova véta nad Zp)

Soustava Ax = b ma FeSeni pravé tehdy, kdyZ
rank(A) = rank(A|b).
Obecné Feseni je pak ve tvaru

k
Xp + Z aiXi, o € ZLp
i=1
kde
@ k = pocet sloupcii(A) — rank(A)
@ x, je jakékoli FeSeni Ax = b (tzv. partikuldrni FeSeni)
© x1, ..., xk jsou linearné nezdvisla reseni Ax = 0 (tzv.
fundamentalni systém)
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Gaussova eliminace (GEM)

P¥iklad
Vy¥este nad Zi3:
2x + 7y + 8z + wu + 2v = 3

3x + y + 4z + 2v
Ox + 4z + bu + 5v = 5

Il
~

Postup:

@ 13 je prvotislo: smime pouzit GEM a Frobeniovu vé&tu.
@ Provedeme GEM (znakeni ¥adkovych dprav = dus. hygiena):
213 2 7 81 2| 3\R

2|4 |~ 0 10 5 5 12| 6 |R+5R
5|5

2
3
9 0 1 7 7 9|11 /R3+2R;

[=IEEN
~ &~ ©
C1 o =

Ji¥i Velebil: YOLDMA 16. bfezna 2010: Okruh Zp,



Gaussova eliminace (GEM)

P¥iklad (pokrat.)

2 781 2| 3 2 781 2|3\R
0 10 5 5 12| 6 |~ 0 10 5 5 12|6 |R:
0 1 7 7 9|11 0 000 0/0/3Rs+FR

GEM skontila.
© rank(A) = rank(A|b) = 2: YeSeni existuje. (Frobeniova v&tal)

© Frobeniova véta: feSenf je ve tvaru

Xpt+a1-x1+aoaz-xo+a3-x3, ai,0,03 € 213

(metoda organizovaného hadani).
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Gaussova eliminace (GEM)

P¥iklad (pokrat.)

2 781 2|3
0 10 5 5 12|6
0 00O0 0|0

Partikularni ¥eseni:

Q x, =(—,—,0,0,0) (co nejvice nul).

@ Dopocteme druhou soufadnici: 10-y =6 v Zy3 iff y =11
\'% 213.
xp = (—,11,0,0,0).

© Dopocteme prvni soufadnici: 2 - x + 77 =3 v Z13 iff 2x =4
\% 213 iff x=2v 213.
x, =(2,11,0,0,0).
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Gaussova eliminace (GEM)

P¥iklad (pokrat.)

2 7 81 2|0
0 10 5 5 12|0
0 00O O0fO0
Fundamentalni systém:
@ Linedrni nezdvislost: x; = (—,—,1,0,0)
X2 = (_7_505170)
X3 = (_>_a07071)

@ Dopocteme x; analogicky predchozimu:
10-y+5=0v Z;13iff 10y =8 v Z13 iff y =6 v Z13.
x; =(—,6,1,0,0).
2. x+424+8=0v Z13 iff 2x =2 v Z13 iff x =1 v Z13.
x; = (1,6,1,0,0).
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Gaussova eliminace (GEM)

P¥iklad (pokrat.)
© Analogicky x» a x:
x» = (11,6,0,1,0), x3 = (11,4,0,0,1).
O Celkové feseni: (2,11,0,0,0) + a1 - (1,6,1,0,0) + a2 -
(11,6,0,1,0)4—&3 '(11,4,0,0,1), a1, 00,03 € Z13
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