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Jǐŕı Velebil: Y01DMA 16. b̌rezna 2010: Okruh Zm 1/20



Okruh
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Minule:

1 Slepováńı prvk̊u Z modulo m: množina Zm.

2 Operace na Zm: ⊕m (sč́ıtáńı), �m (násobeńı).

3 Speciálńı prvky: [0]m a [1]m.

4 Vlastnosti 〈Zm,⊕m,�m, [0]m, [1]m〉? Velmi podobné
〈Z,+, ·, 0, 1〉!
Jde o komutativńı okruh s jednotkou.
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Těleso
Gaussova eliminace (GEM)

Definice

At’ K je neprázdná množina, na ńı dvě binárńı operace
+ : K × K → K (čteme: sč́ıtáńı) a · : K × K → K (čteme:
násobeńı).
Uspǒrádaná trojice 〈K ,+, ·〉 je okruh, pokud plat́ı:

1 Operace + je komutativńı, asociativńı, má neutrálńı prvek 0
(čteme: nula) a existuj́ı inversńı prvky vzhledem k +.

2 Operace · je asociativńı.

3 Operace · je distributivńı vzhledem k operaci +.

Okruh 〈K ,+, ·〉 je komutativńı, pokud i operace · je komutativńı.
Okruh 〈K ,+, ·〉 je okruh s jednotkou, pokud i operace · má
neutrálńı prvek 1 (čteme: jednička, jednotka).
Znač́ıme: 〈K ,+, ·, 0, 1〉.
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Př́ıklady okruhů

1 Celá č́ısla: 〈Z,+, ·, 0, 1〉. Komutativńı okruh s jednotkou.

2 Celá č́ısla modulo m: 〈Zm,+, ·, 0, 1〉. Komutativńı okruh
s jednotkou.

3 Reálné matice Matn×n(R), n ≥ 2: okruh s jednotkou, neńı
komutativńı.

4 Reálná č́ısla: 〈R,+, ·, 0, 1〉. Komutativńı okruh s jednotkou.
Nav́ıc: pro každé x 6= 0 existuje inverse vzhledem k násobeńı.
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Př́ıklad

Vy̌rešte 6x = 12 v R.

6x = 12 (6 má inversi a násobeńı je operace)
6−1 · (6x) = 6−1 · 12 (násobeńı je asociativńı)

(6−1 · 6) · x = 6−1 · 12 (6−1 · 6 = 1)
1 · x = 6−1 · 12 (1 je neutrálńı k násobeńı)

x = 6−1 · 12
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Př́ıklad

Vy̌rešte 6x = 12 v Z13.
Uhodneme: 6−1 = 11 v Z13, protože 6 · 11 = 66 = 5 · 13 + 1 = 1
v Z13.
Pak poč́ıtáme stejně:

6x = 12 (6 má inversi a násobeńı je operace)
6−1 · (6x) = 6−1 · 12 (násobeńı je asociativńı)

(6−1 · 6) · x = 6−1 · 12 (6−1 · 6 = 1)
1 · x = 6−1 · 12 (1 je neutrálńı k násobeńı)

x = 6−1 · 12 (= 11 · 12 = 132 = 10 · 13 + 2 = 2)

Vada na kráse: hádali jsme inversi.
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Př́ıklad

Vy̌rešte: 6x = 12 v Z15.

Č́ıslo 6 nemá v Z15 inversi. (Vyzkoušeńım všech kandidát̊u.)

Daná rovnice má p̌resně ťri r̊uzná řešeńı: x1 = 2, x2 = 7 a x3 = 12.
(Vyzkoušeńım všech kandidát̊u.)

Vada na kráse: hrubá śıla.
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Věta o řešitelnosti lineárńıch rovnic v Zm

At’ a a m jsou p̌rirozená č́ısla, m ≥ 2. At’ gcd(a,m) = d > 0.
Potom lineárńı rovnice

ax = b v Zm

má řešeńı právě tehdy, když d | b.

Nav́ıc, jestliže d | b, má tato rovnice v Zm právě d r̊uzných řešeńı.

Důsledek: existence inverśı

Rovnice ax = 1 má v Zm řešeńı právě tehdy, když gcd(a,m) = 1.
Toto řešeńı je jednoznačné.
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Př́ıklad

Nalezněte (pokud existuje) inversi k 6 v Z13.
Postup:

1 gcd(13, 6) = 1, takže inverse existuje.

2 Bezoutova rovnost: gcd(13, 6) = 1 = 1 · 13 + (−2) · 6 v Z.

3 Bezoutova rovnost, p̌rečtená v Z13: 1 = (−2) · 6 v Z13.

4 Inverse 6 v Z13: 6−1 = (−2) = 11 v Z13.
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Př́ıklad

Vy̌rešte: 6x = 12 v Z15.

Č́ıslo 6 nemá v Z15 inversi, protože gcd(15, 6) = 3 6= 1.

Protože 3 | 12, má daná rovnice řešeńı.

Řešeńı jsou p̌resně ťri. Jejich nalezeńı:

1 6x = 12 v Z15 iff 6x + 15k = 12 v Z pro nějaké k iff
2x + 5k = 4 v Z pro nějaké k iff 2x = 4 v Z5.

2 gcd(5, 2) = 1, tud́ıž x = 2 v Z5.

3 x1 = 2, x2 = 2 + 1 · 5 = 7, x3 = 2 + 2 · 5 = 12 v Z15.
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Definice

Komutativńı okruh s jednotkou 〈K ,+, ·, 0, 1〉 je těleso, když plat́ı:

x 6= 0 iff existuje x−1.

Důsledek

Zm je těleso právě když m je prvoč́ıslo.
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Slogan (reklamńı heslo, nikoli matematická věta):

1 V obecném Zm si můžu dovolit pouze to, co si můžu dovolit
v Z.
Jde totiž o komutativńı okruhy s jednotkou.

2 V Zp, p prvoč́ıslo, si můžu dovolit to, co si můžu dovolit v R.
Jde totiž o tělesa.

Důsledky sloganu:

1 Nad Zp by měla j́ıt vybudovat lineárńı algebra.

2 Měla by ḿıt stejné vlastnosti jako lineárńı algebra nad R.
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Gaussova eliminace nad R: Karl Friedrich Gauss (1777–1855)

Převod na matici v horńım blokovém tvaru povolenými úpravami:

1 Prohodit dva řádky matice.

2 Vynásobit řádek matice nenulovým reálným č́ıslem.

3 Přič́ıst k danému řádku lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.

Gaussova eliminace nad Zp, p prvoč́ıslo

Převod na matici v horńım blokovém tvaru povolenými úpravami:

1 Prohodit dva řádky matice.

2 Vynásobit řádek matice nenulovým č́ıslem v Zp.

3 Přič́ıst k danému řádku lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.
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Poznámky ke GEM (Gaussově eliminačńı metodě)

1 GEM použ́ıváme pouze v Zp, p prvoč́ıslo.

2 Hodnost matice A je č́ıslo rank(A). Jde o počet nenulových
řádk̊u po skončeńı GEM.

3 Algoritmy založené na GEM: řešeńı soustav lineárńıch rovnic,
výpočet inversńı matice

(A|E) ∼ · · · ∼ (E|A−1)

apod.

4 V Zm, m složené, GEM nedefinujeme. Tud́ıž: řešeńı soustav
lineárńıch rovnic nebudeme popisovat, výpočet inversńı matice
jiným algoritmem.
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Věta (Frobeniova věta nad Zp)

Soustava Ax = b má řešeńı právě tehdy, když
rank(A) = rank(A|b).
Obecné řešeńı je pak ve tvaru

xp +
k∑

i=1

αixi , αi ∈ Zp

kde

1 k = počet sloupc̊u(A)− rank(A)

2 xp je jakékoli řešeńı Ax = b (tzv. partikulárńı řešeńı)

3 x1, . . . , xk jsou lineárně nezávislá řešeńı Ax = 0 (tzv.
fundamentálńı systém)
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Lineárńı rovnice v Zm
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Př́ıklad

Vy̌rešte nad Z13:

2x + 7y + 8z + u + 2v = 3
3x + y + 4z + 2v = 4
9x + 4z + 5u + 5v = 5

Postup:

1 13 je prvoč́ıslo: sḿıme použ́ıt GEM a Frobeniovu větu.

2 Provedeme GEM (značeńı řádkových úprav = duš. hygiena): 2 7 8 1 2 3
3 1 4 0 2 4
9 0 4 5 5 5

 ∼
 2 7 8 1 2 3

0 10 5 5 12 6
0 1 7 7 9 11

R1

R2 + 5R1

R3 + 2R1
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Př́ıklad (pokrač.)

 2 7 8 1 2 3
0 10 5 5 12 6
0 1 7 7 9 11

 ∼
 2 7 8 1 2 3

0 10 5 5 12 6
0 0 0 0 0 0

R1

R2

3R3 + R2

GEM skončila.

3 rank(A) = rank(A|b) = 2: řešeńı existuje. (Frobeniova věta!)

4 Frobeniova věta: řešeńı je ve tvaru

xp + α1 · x1 + α2 · x2 + α3 · x3, α1, α2, α3 ∈ Z13

(metoda organizovaného hádáńı).
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Př́ıklad (pokrač.)  2 7 8 1 2 3
0 10 5 5 12 6
0 0 0 0 0 0


Partikulárńı řešeńı:

1 xp = (−,−, 0, 0, 0) (co nejv́ıce nul).

2 Dopočteme druhou soǔradnici: 10 · y = 6 v Z13 iff y = 11
v Z13.
xp = (−, 11, 0, 0, 0).

3 Dopočteme prvńı soǔradnici: 2 · x + 77 = 3 v Z13 iff 2x = 4
v Z13 iff x = 2 v Z13.
xp = (2, 11, 0, 0, 0).
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Př́ıklad (pokrač.)  2 7 8 1 2 0
0 10 5 5 12 0
0 0 0 0 0 0


Fundamentálńı systém:

1 Lineárńı nezávislost: x1 = (−,−, 1, 0, 0)
x2 = (−,−, 0, 1, 0)
x3 = (−,−, 0, 0, 1)

2 Dopočteme x1 analogicky p̌redchoźımu:
10 · y + 5 = 0 v Z13 iff 10y = 8 v Z13 iff y = 6 v Z13.
x1 = (−, 6, 1, 0, 0).
2 · x + 42 + 8 = 0 v Z13 iff 2x = 2 v Z13 iff x = 1 v Z13.
x1 = (1, 6, 1, 0, 0).
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Př́ıklad (pokrač.)

3 Analogicky x2 a x3:
x2 = (11, 6, 0, 1, 0), x3 = (11, 4, 0, 0, 1).

4 Celkové řešeńı: (2, 11, 0, 0, 0) + α1 · (1, 6, 1, 0, 0) + α2 ·
(11, 6, 0, 1, 0) + α3 · (11, 4, 0, 0, 1), α1, α2, α3 ∈ Z13
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