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Cinska v&ta o zbytcich

Pyiklad
Vyfteste:
XxX=3VvZy x=2VvZls x=06V12Lxn

Idea Feseni:

x =3 [+ 46

Musi byt:

@ Prvni obdélnik roven 1 v Z4 a roven 0 v Zs a v Zp1.

@ Druhy obdélnik roven 1 v Zs a roven O v Zs a v Z»;.

© Tteti obdélnik roven 1 v Zy1 aroven O v Z4 a v Zs.
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Cinska v&ta o zbytcich

P¥iklad (pokrat.)
Nulovost obdélniki:

x =3. [ 5:21.7 |+2-[ 4-217 |+6-[ 4-57 |

Jedni¢kovost obdélnika:

x =3. [ 5-21-1 |+2-[ 4-21-4 |+6-[ 4-5-20 |

protoZe:
QO (5-21) t=1"1=1vZ4 (gcd(4,5) =1 a ged(4,21) = 1)
Q@ (4-21) ' =4"1=4vZs (gcd(5,4) =1 a ged(5,21) = 1)
© (4-5)71=20"1=20v Zy. (ged(21,4) =12
ged(21,5) = 1)
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Cinska v&ta o zbytcich

P¥iklad (pokrat.)

Celkové:
x=3-5-21-142-4-21-4+6-4-5-20=3387 =27 v Zay

protoze? lem(4,5,21) =4 -5-21 = 420.

Funguje to:

2T =3V Zys 21 =2v Zs 271 =06V Zo

“lem(a, ..., b) zna& nejmensi spole¢ny ndsobek celych &isel a, ..., b,
anglicky least common multiple.
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Cinska v&ta o zbytcich

Cinskd v&ta o zbytcich (Sun Zi: 3. stol. n. |.)

s

At my, mo, ..., m, jsou navzijem nesoud&lnd p¥irozena &isla,

m; >2proi=1, ..., r. Potom kaZda soustava rovnic

= a Vv Zm1
= az Vv Zm2
X = a VZm,

m4d FeSeni a toto Ffedeni je uréeno jednoznacné v Z,, kde
M = m]. . m2 ..... mr.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 30. bfezna 2010: Hlubsi v&ty o po¥

ani modulo




Cinska v&ta o zbytcich

7/

Zobecnéni &inské véty

At m; a my jsou libovolnd p¥irozend &isla, m; > 2 pro i =1, 2.
Oznatme d = ged(my, my). Pak jsou nasledujici dv& podminky
ekvivalentni:

@ Soustava

X=ar VZp X=ay VZmnm,

7 N ¥

ma Feseni.
@ Plati d | (a2 — a1).

Jestlize plati d | (a2 — a1), je YeSeni urleno jednoznaéné v Zy, kde
M = lem(my, my).

Mame tedy rekursivni algoritmus pro feSeni jakékoli soustavy!
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 1

P¥iklad

Cisla my =5, my =7, m3 =11, my = 13 jsou navzajem
nesoud&lnd, M = my - my - mz - my = 5005.

Cinské v&ta o zbytcich: pro &isla 0 < Z < 5005 je korespondence:

Z < ([2ls,[Z]7,[Z]11, [Z]13)

bijekce a respektuje s¢itani a nasobeni (po slozkach).
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 1

P¥iklad (pokrat.)
Vynasobte 28 a 47. ProtoZe vysledek Z je < 5005, postupujeme
takto:

Q 28— ([28]s, [28]7,[28]11,[28]13) = (3,0,6,2).

Q@ 47— ([47]5, [47]7, [47]11, [47]13) = (2,5, 3,8).

@ Po slozkach vynasobime: (1,0,7,3).

© Dekdédujeme &inskou vétou o zbytcich: (1,0,7,3) — 1316.

Rychlost algoritmu, zobecn&ni (rychlé ndsobeni matic, apod.) viz
napr.
@ V. Shoup, A Computational Introduction to Number Theory
and Algebra, Cambridge Univ. Press, 2005
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Mald Fermatova a Eulerova véta

Mald Fermatova v&ta (Pierre de Fermat: 1601-1665)
At p je prvotislo. Jestlize ged(a, p) = 1, pak plati

=il
Pt =1 vZ,

Diikaz.
Zobrazeni x +— x - a je bijekce na invertibilnich prvcich Z,.
To jsou prvky {1,2,...,p— 1}.

Proto
{1a,2a,...,(p—1)a} ={1,...,(p— )} v Z,
Proto aP1.1.2..... (p—1)=1-2-----(p—1) v Zp,.
Tedy aP~ 1 =1v Z,. u
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Mald Fermatova a Eulerova véta

Definice

Eulerova funkce ¢: pro kladné p¥irozené &islo m je p(m) polet
vdech &isel x z mnoziny {1,..., m}, pro kterd plati ged(x, m) = 1.

Poznamka

©(m) je potet invertibilnich prvkii v Zp,.
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Mald Fermatova a Eulerova véta

Vlastnosti Eulerovy funkce
0 o(1)=1.
@ Pro prvotislo p je p(p) = p—1.
© Pro prvotislo p je o(p") = p" — p" L.
© Pro nesoud&Ind a, b je p(ab) = p(a) - p(b).

Priklad
1960 = 23 .5 72. Proto ¢(1960) = ©(23) - ¢(5) - p(7?) =
(23-22).(5-1)-(7?—7)=4-4-42=672.
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Mald Fermatova a Eulerova véta

Eulerova véta (Leonard Euler: 1707-1783)
Jestlize ged(a, m) = 1, pak plati

M =1 vZ,

Diikaz.

Zobrazeni x — x - a je bijekce na invertibilnich prvcich Z,.
To jsou prvky {b1, ba, ..., by(m}-
Proto

{bla, an, 500y b¢(m)a} = {bl, 500y b<p(m)} \% Zm

Protoaﬁ"(’”)-bl.bz.....b%:bl.b2 ..... b .
Tedy a?(M =1 v Zy,. |
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Mald Fermatova a Eulerova véta

P¥iklad

Spotitejte 131209 v 71 460.

Postup:
@ Spotitame: 1960 = 23 -5 - 72, takZe ged(1960,13) = 1.
@ Spotitdme: p(1960) = 672, takZe 13°72 = 1 v Z1960.
© Spoditame: 12098 = 672 - 18 + 2.
Q Takze:

1312098 13672 18+2 (13672)18 132 1 . 132 — 132 — 169

Vv 7:1960-

Eulerova véta drasticky sniZuje exponent velkych mocnin.
Jak ale spotitat nap¥. 139%% v Z19607?
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 2

P¥iklad (Budeme potfebovat pFiste)

Spotitejte x = 1110601 y 735161, kdyZ vime, %e 36181 = 97 - 373
(rozklad na prvotisla).
Eulerova véta dava:

= 1116601 — 1196~172+89 — 1189 v Z97

116 601 — 11372~44+233 — 11233 v Z373

x=1
PouZijeme ¢inskou vétu o zbytcich a ziskdme x v Z3g181.
Vypocet 1189 v Zog77?
Vypolet 11233 v Z3737
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 2

P¥iklad (pokrat.)

Binarni rozvoj exponentu 89 je (89), = (1,0,1,1,0,0,1).
Algoritmus opakovanych &Etvercili v Zgy:

X 11=11-1

S 112=121=24

S 11 =242 =576 =091

X 11°=11-91=1001 =31

S 11'0=312=0961 =88

X 111 =11.88=968 =95

S 1172 =952=9025 =4

S 11" =42=16

S 1188 =162 =256 = 62

X 1189 =11.62=682=3 1189 = 3 v Zoy.
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 2

P¥iklad (pokrat.)

Binarni rozvoj exponentu 233 je (233), = (1,1,1,0,1,0,0,1).
Algoritmus opakovanych &tvercl v Zszs:

11=11-1

112 =121

113 =11.121 =1331 =212

11° = 2122 = 44944 = 184

117 =11-184 = 2024 = 159

111% = 1592 = 25281 = 290

1128 = 2002 = 84100 = 175

11%° = 11-175=1925 = 60

1158 = 602 = 3600 = 243

11116 = 2432 = 59049 = 115

11232 = 1152 = 13225 = 170

1133 =11-170=1870=5 1133 = 5 v Z373.

XN Ohhh XU hXohXWh X
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 2

P¥iklad (pokrat.)

Cinska v&ta o zbytcich pro
x=3=11¥vZy x=5=1123y Z3s3

Regeni:

x = 111060 — 3./1373 . 84|+ 5-97 - 50| = 118246 = 9703 v Z36 181
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Zpracovani obrovskych &isel — &ast 2

Shrnuti — vypotet a® v Z,,
Q@ Zredukujte (pokud to jde) a v Zp,. Oznatte jej jako x. Plati
tedy 0 < x < m. Dale potitejte x° v Z,p,.
@ Zredukujte (pokud to jde) exponent b pomoci Eulerovy véty.
K tomu je nutné, aby platilo ged(x, m) = 1.
Q Potitejte xP v Z,, algoritmem opakovanych &tvercl.

@ Pokud navic zname prvodiselny rozklad &isla m, mizZe byt
vhodné pouzit ¢inskou vétu o zbytcich.
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