Okruhy polynomd
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Z3akladni myslenky
Nahrad'te &isla polynomy.
DokaZte vétu o déleni se zbytkem.

Eukleidiv algoritmus, Bezoutova rovnost.

Ziskame tak nové okruhy, nova télesa.

7

Lze ocekavat: co 8lo v Z,, pijde i pro nova “Cisla”.
Nové otekavané aplikace: nové linearni kédy, Sifrovaci
protokoly. . .

Neocekdvané aplikace: nemoznost nékterych konstrukcf,
neexistence nékterych algoritmi.

o
(2]
o
Q Misto Z, ziskdme novad &isla: zbytky po dé&leni polynomem.
o
o

Setkani s polymorfismem: zakladni algoritmy budou stejné pro &isla
i pro polynomy.

Ji¥i Velebil: YOLDMA 13. dubna 2010: Okruhy polynomi 2/13



Polynomy nad t&lesem

Definice
At K je t&leso. Polynom nad K v neuréité x je bud
Q zapis
p(x)=an-x"+ap1-x"""+ - +a
kde n > 0, a; € K (koeficienty), a, # 0.
Znakeni: deg(p(x)) = n.
nebo
Q@ p(x) =0.
Znakeni: deg(p(x)) = —c0.

MnoZinu viech takovych polynomi zna¢ime K[x].

Pozor!
Znadce x ¥fikdme neurditd, nikoli proménna.

Polynom je zapis, nikoli funkce!
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Polynomy nad t&lesem

Konvence
V této prednasce znadi K vzdy téleso.
Rekneme-li polynom, myslime tim polynom nad K.

Zakladni operace s polynomy
Nap¥iklad pro p(x) = 3x? + 4x + 2, g(x) = 6x> + 3x + 5 v Z7[x].
Q Scitani:

p(x) + g(x) = 6x> + 3x% + Tx + 7 = 6x° + 3x°

Plati: deg(p(x) + g(x)) < max(deg(p(x)), deg(q(x))).
@ Nasobeni:

p(x) - q(x) = 4x5 +3x3 + 6x> + 5x + 3

Plati: deg(p(x) - q(x)) = deg(p(x)) + deg(q(x)).
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Polynomy nad t&lesem

Véta
(K[x],+,-,0,1) je komutativni okruh s jednotkou.

Véta o déleni se zbytkem pro polynomy

At a(x) a b(x) jsou dva nenulové polynomy v K[x]. Pak existuji
jednozna&né uréené polynomy q(x), r(x) tak, ze

deg(r(x)) < deg(b(x)) a plati rovnost a(x) = b(x) - q(x) + r(x).

Ptiklad

a(x) = 2x3 — 4x + 1, b(x) = 3x + 2. Vyd&lte se zbytkem
QO vkK=R.
Q vK=12Zs.

Polymorfni algoritmus!
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Polynomy nad t&lesem

Definice

Prvek a € K je koten polynomu p(x), pokud plati rovnost
p(a) = 0.

Pozndmka
@ V C: polynom stupn& n ma presné n ko¥enl (i s ndsobnostmi)
— Fundamentdini véta algebry.
© Polynom stupné& n nemusi mit zadny kofen: napft.
x? 4+ x+ 1 € Zy[x].

Pozndamka
Neexistence kofenli a faktorizace spolu nesouvisi!
Napt¥.

AP 4+1=(xP+x+1)-(P+x+1)

nad Zo.
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Déleni a délitelnost

Definice

Rekneme, Ze polynom a(x) d&li polynom b(x) (znatime
a(x) | b(x)), pokud existuje polynom n(x) takovy, Ze

b(x) = n(x) - a(x).

Pokud a(x) dé&li b(x), pak polynom a(x) nazveme délitelem
polynomu b(x).

Pozor!
MuZe se stat, Ze a(x) | b(x) a soutasné b(x) | a(x). Takovym
polynomiim ¥ikdme asociované. Zna&eni a(x) ~ b(x).

Tvrzeni
© ~ je ekvivalence na K[x].
@ a(x) ~ b(x) iff v K existuje r # 0 tak, Zze a(x) = r - b(x).
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Déleni a délitelnost

Tvrzeni

At a je prvek K. Hodnota p(a) je zbytek po d&leni p(x)
polynomem x — a. TakZe a je kofen polynomu p(x) pravé tehdy,
kdyZ polynom x — a dé&li polynom p(x).

Dusledek

Polynom p(x) stupn& n > 0 ma v t&lese K nanejvys n riznych
kofenl (i s nasobnostmi).

Dasledek
V télese K jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
© K ma nekoneény pocet prvki.

© Nad K neni zapotfebi rozliSsovat mezi polynomy jako vyrazy a
polynomy jako funkcemi.
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Déleni a délitelnost

Definice

Nekonstantnimu polynomu p(x) ¥ikame ireducibilni, pokud je p(x)
dé&litelny pouze polynomy (asociovanymi s) 1 a p(x).

Tvrzeni

At p je prvoéislo. Pro kaZdé pFirozené &islo n > 2 existuje
ireducibilni polynom stupné& n nad Z,. MnoZina ireducibilnich
polynomii nad Z, je tedy nekonecnd.

Pozndmka

Ireducibilni polynomy budou hrat roli prvodisel. P¥edchozi tvrzeni
fikd, Ze nad Zj, jich mdme dost (srovnejte s nekone&nosti mnoZiny
prvocisel).
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Déleni a délitelnost

Definice

Rekneme, ¥e polynom d(x) je nejv&tsim spoletnym d&litelem
polynomil a(x), b(x) (zna&eni d(x) = ged(a(x), b(x))), pokud jsou
splnény nasledujici dvé podminky:

@ Polynom d(x) je spole¢nym dé&litelem polynomi a(x), b(x),
tj. plati, d(x) | a(x) a sou¢asné& d(x) | b(x).

@ Polynom d(x) je nejv&tsim ze viech spole&nych déliteld
polynomi a(x), b(x), tj. plati nasledujici: je-li c(x) takovy
polynom, pro ktery plati c(x) | a(x) a sou€asn& c(x) | b(x),
potom c(x) | d(x).

Pokud ged(a(x), b(x)) je asociovan s 1, fekneme, Ze polynomy
a(x), b(x) jsou nesoud&lné.
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Déleni a délitelnost

Véta

M&jme polynomy a(x), b(x). Pak ged(a(x), b(x)) existuje a je
uréen jednoznaéné aZ na ndsobek konstantnim polynomem.

Véta (Bezoutova rovnost pro polynomy

M&jme polynomy a(x), b(x). Pak existuji polynomy p(x), q(x)
takové, ze

ged(a(x), b(x)) = a(x) - p(x) + b(x) - q(x).
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Déleni a délitelnost

Rozsiteny Eukleididv algoritmus pro polynomy

Spottéte ged a Bezoutovu rovnost pro x° +1 a x2 + 1 v Zs[x].

a(x) b(x) q(x) () [ ao(x) [ ea(x) B2(x) B1(x)
X° 41 X2 +1 1 0 0 1
X+l | P41 | B4ax | x+1 0 1 1 43 + x
X2 +1 x+1 x+4 2 1| 4x+1 | a3 +x | X*+43+4%+x+1

x+1 2 3x +3 0

Plati ged(a(x), b(x)) = 2 a Bezoutova rovnost ma tvar
2=(4x+1)-0CH D)+ (P + 43 +H4x% +x+1)- (x* +1) v Zs[x]
neboli (polynom 2 je asociovan s 1, protoze 1 =2 -3 v Zs|[x])

1=(2x+3)-(x*+1)+(3x*+2x3 +2x24+3x43) - (x*+1) v Zs[x]

Polynomy x5 + 1 a x?> 4+ 1 jsou v Zs[x] nesoud&Iné.
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Déleni a délitelnost

Tvrzeni

Kazdy nekonstantni polynom z K[x] Ize vyjad¥it jako sou&in
ireducibilnich polynomd.

Tvrzeni

Pokud ireducibilni polynom m(x) déli sou&in polynomi a(x) - b(x),
pak m(x) d&li a(x) nebo b(x).

Véta

Kazdy nekonstantni polynom z K[x] Ize jednozna&ng& vyjadfit (az
na poradi faktorl a nasobeni konstantou) jako sou&in ireducibilnich
faktord (polynomi).
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