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Polynomy nad tělesem
Děleńı a dělitelnost

Základńı myšlenky

1 Nahrad’te č́ısla polynomy.

2 Dokažte větu o děleńı se zbytkem.

3 Eukleidův algoritmus, Bezoutova rovnost.

4 Mı́sto Zm źıskáme nová č́ısla: zbytky po děleńı polynomem.

5 Źıskáme tak nové okruhy, nová tělesa.

6 Lze očekávat: co šlo v Zm, půjde i pro nová “č́ısla”.
Nové očekávané aplikace: nové lineárńı kódy, šifrovaćı
protokoly. . .
Neočekávané aplikace: nemožnost některých konstrukćı,
neexistence některých algoritmů.

Setkáńı s polymorfismem: základńı algoritmy budou stejné pro č́ısla
i pro polynomy.
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Polynomy nad tělesem
Děleńı a dělitelnost

Definice

At’ K je těleso. Polynom nad K v neurčité x je bud’

1 zápis
p(x) = an · xn + an−1 · xn−1 + · · ·+ a0

kde n ≥ 0, ai ∈ K (koeficienty), an 6= 0.

Značeńı: deg(p(x)) = n.

nebo

2 p(x) = 0.

Značeńı: deg(p(x)) = −∞.

Množinu všech takových polynomů znač́ıme K[x ].

Pozor!

Značce x ř́ıkáme neurčitá, nikoli proměnná.

Polynom je zápis, nikoli funkce!
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Polynomy nad tělesem
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Konvence

V této p̌rednášce znač́ı K vždy těleso.
Řekneme-li polynom, mysĺıme t́ım polynom nad K.

Základńı operace s polynomy

Nap̌ŕıklad pro p(x) = 3x2 + 4x + 2, q(x) = 6x3 + 3x + 5 v Z7[x ].

1 Sč́ıtáńı:

p(x) + q(x) = 6x3 + 3x2 + 7x + 7 = 6x3 + 3x2

Plat́ı: deg(p(x) + q(x)) ≤ max(deg(p(x)), deg(q(x))).

2 Násobeńı:

p(x) · q(x) = 4x5 + 3x3 + 6x2 + 5x + 3

Plat́ı: deg(p(x) · q(x)) = deg(p(x)) + deg(q(x)).

Jǐŕı Velebil: Y01DMA 13. dubna 2010: Okruhy polynomů 4/13
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Věta

〈K[x ], +, ·, 0, 1〉 je komutativńı okruh s jednotkou.

Věta o děleńı se zbytkem pro polynomy

At’ a(x) a b(x) jsou dva nenulové polynomy v K[x ]. Pak existuj́ı
jednoznačně určené polynomy q(x), r(x) tak, že
deg(r(x)) < deg(b(x)) a plat́ı rovnost a(x) = b(x) · q(x) + r(x).

Př́ıklad

a(x) = 2x3 − 4x + 1, b(x) = 3x + 2. Vydělte se zbytkem

1 v K = R.

2 v K = Z5.

Polymorfńı algoritmus!
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Polynomy nad tělesem
Děleńı a dělitelnost

Definice

Prvek a ∈ K je kǒren polynomu p(x), pokud plat́ı rovnost
p(a) = 0.

Poznámka

1 V C: polynom stupně n má p̌resně n kǒrenů (i s násobnostmi)
— Fundamentálńı věta algebry.

2 Polynom stupně n nemuśı ḿıt žádný kǒren: nap̌r.
x2 + x + 1 ∈ Z2[x ].

Poznámka

Neexistence kǒrenů a faktorizace spolu nesouviśı!
Nap̌r.

x4 + x2 + 1 = (x2 + x + 1) · (x2 + x + 1)

nad Z2.
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Děleńı a dělitelnost

Definice

Řekneme, že polynom a(x) děĺı polynom b(x) (znač́ıme
a(x) | b(x)), pokud existuje polynom n(x) takový, že
b(x) = n(x) · a(x).

Pokud a(x) děĺı b(x), pak polynom a(x) nazveme dělitelem
polynomu b(x).

Pozor!

Může se stát, že a(x) | b(x) a současně b(x) | a(x). Takovým
polynomům ř́ıkáme asociované. Značeńı a(x) ∼ b(x).

Tvrzeńı

1 ∼ je ekvivalence na K[x ].

2 a(x) ∼ b(x) iff v K existuje r 6= 0 tak, že a(x) = r · b(x).
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Polynomy nad tělesem
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Tvrzeńı

At’ a je prvek K. Hodnota p(a) je zbytek po děleńı p(x)
polynomem x − a. Takže a je kǒren polynomu p(x) právě tehdy,
když polynom x − a děĺı polynom p(x).

Důsledek

Polynom p(x) stupně n ≥ 0 má v tělese K nanejvýš n r̊uzných
kǒrenů (i s násobnostmi).

Důsledek

V tělese K jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 K má nekonečný počet prvk̊u.

2 Nad K neńı zapoťreb́ı rozlǐsovat mezi polynomy jako výrazy a
polynomy jako funkcemi.
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Děleńı a dělitelnost

Definice

Nekonstantńımu polynomu p(x) ř́ıkáme ireducibilńı, pokud je p(x)
dělitelný pouze polynomy (asociovanými s) 1 a p(x).

Tvrzeńı

At’ p je prvoč́ıslo. Pro každé p̌rirozené č́ıslo n ≥ 2 existuje
ireducibilńı polynom stupně n nad Zp. Množina ireducibilńıch
polynomů nad Zp je tedy nekonečná.

Poznámka

Ireducibilńı polynomy budou hrát roli prvoč́ısel. Předchoźı tvrzeńı
ř́ıká, že nad Zp jich máme dost (srovnejte s nekonečnost́ı množiny
prvoč́ısel).
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Definice

Řekneme, že polynom d(x) je nejvěťśım společným dělitelem
polynomů a(x), b(x) (značeńı d(x) = gcd(a(x), b(x))), pokud jsou
splněny následuj́ıćı dvě podḿınky:

1 Polynom d(x) je společným dělitelem polynomů a(x), b(x),
tj. plat́ı, d(x) | a(x) a současně d(x) | b(x).

2 Polynom d(x) je nejvěťśım ze všech společných dělitel̊u
polynomů a(x), b(x), tj. plat́ı následuj́ıćı: je-li c(x) takový
polynom, pro který plat́ı c(x) | a(x) a současně c(x) | b(x),
potom c(x) | d(x).

Pokud gcd(a(x), b(x)) je asociován s 1, řekneme, že polynomy
a(x), b(x) jsou nesoudělné.
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Věta

Mějme polynomy a(x), b(x). Pak gcd(a(x), b(x)) existuje a je
určen jednoznačně až na násobek konstantńım polynomem.

Věta (Bezoutova rovnost pro polynomy

Mějme polynomy a(x), b(x). Pak existuj́ı polynomy p(x), q(x)
takové, že

gcd(a(x), b(x)) = a(x) · p(x) + b(x) · q(x) .
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Rozš́ı̌rený Eukleidův algoritmus pro polynomy

Spočtěte gcd a Bezoutovu rovnost pro x5 + 1 a x2 + 1 v Z5[x ].

a(x) b(x) q(x) r(x) α2(x) α1(x) β2(x) β1(x)

x5 + 1 x2 + 1 1 0 0 1

x5 + 1 x2 + 1 x3 + 4x x + 1 0 1 1 4x3 + x

x2 + 1 x + 1 x + 4 2 1 4x + 1 4x3 + x x4 + 4x3 + 4x2 + x + 1
x + 1 2 3x + 3 0

Plat́ı gcd(a(x), b(x)) = 2 a Bezoutova rovnost má tvar

2 = (4x + 1) · (x5 + 1) + (x4 + 4x3 + 4x2 + x + 1) · (x2 + 1) v Z5[x ]

neboli (polynom 2 je asociován s 1, protože 1 = 2 · 3 v Z5[x ])

1 = (2x +3) ·(x5 +1)+(3x4 +2x3 +2x2 +3x +3) ·(x2 +1) v Z5[x ]

Polynomy x5 + 1 a x2 + 1 jsou v Z5[x ] nesoudělné.
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Tvrzeńı

Každý nekonstantńı polynom z K[x ] lze vyjáďrit jako součin
ireducibilńıch polynomů.

Tvrzeńı

Pokud ireducibilńı polynom m(x) děĺı součin polynomů a(x) · b(x),
pak m(x) děĺı a(x) nebo b(x).

Věta

Každý nekonstantńı polynom z K[x ] lze jednoznačně vyjáďrit (až
na pǒrad́ı faktor̊u a násobeńı konstantou) jako součin ireducibilńıch
faktor̊u (polynomů).
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