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Konegna télesa

Konvence

V této prednasce znadi K vzdy téleso.

Rekneme-li polynom, myslime tim polynom nad K.
Symbolem m(x) zna&me pevny polynom stupn& alespoii 1.

Minule
Kazdé K[x]/m(x) je komutativni okruh s jednotkou.

Analogicky jako v Z,
© Rozsiteny Eukleidiv algoritmus.
@ Invertibilita: a(x) € K[x]/m(x) md inversi, pokud
ged(a(x), m(x)) je asociovan s 1.
@ Linedrni rovnice a(x) - p(x) = b(x) v K[x]/m(x) m3 YeSeni
p(x) = a(x)~! - b(x), pokud ged(a(x), m(x)) je asociovén s 1.
Do sloZit&jsich analyz se nebudeme v této pfednasce poustét.

Rostislav Hortik: YOIDMA 27. dubna 2010: Konetn3d t&lesa



Konegna télesa

Tvrzeni

K[x]/m(x) je téleso iff m(x) je ireducibilni v K[x].

Dusledek

At p je prvotislo. Pak Z[x]/m(x) je t&leso iff m(x) je ireducibilnf
v Zp[x]. Takové téleso ma presn& p” prvki, kde n = deg(m(x)).
Znatime jej GF(p").?

?Galois field: Evariste Galois (1811-1832) byl francouzsky matematik.

Véta

KaZdé konetné téleso K je isomorfni n&jakému t&lesu GF(p").
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Konegna télesa

P¥iklad — téleso GF(8)
@ 8 = 23: hleddme ireducibilni polynom m(x) € Zy[x] stupn& 3.
Hrub3 sila (my nemdme jiné prostredky): m(x) = x3 + x + 1.

Q@ GF(8) = Zz[x]/(x3+x—|—1). Prvky: 0, 1, x, x+1, x2, x2 +1,
X%+ x, x>+ x+ 1.

© Poditame standardnim zpiisobem. Napt¥.

(x4+1)-(P4+x)=x3+1=x

(vyndsobeni a nahrazeni zbytkem po déleni).
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Konegna télesa

P¥iklad
T&leso R redlnych &isel, x*> + 1 € R[x].
Zbytky po d&leni polynomem x? + 1 maji tvar:

ax+ b, abeR

Operace:
Q Stitani: (ax+ b) + (a'x+ b)) =(a+ d)x+ (b+ V).
@ Ndsobeni: (ax + b) - (a'x + b') =
(aa')x? + (ab' + a'b)x + (bb') = (ab' + a'b)x + (bb' — ad').
Nahradili jsme zbytkem po d&leni polynomem x2 + 1.

To jsou komplexni ¢isla!

C=R[/( +1)
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Konegna télesa

Priklad

V minulém p¥ikladé x - x = —1 v R[x]/(x? + 1), tj. x odpovida
komplexni jednotce. Polynom x? + 1 nem4 ko¥en v R, ale m4 koven
v R[x]/(x? + 1).

Tvrzeni
Ireducibilni polynom p(x) € K[x] stupn& alespoii 2 nema ko¥en v
K.

Tvrzeni

At K je t&leso a at p(x) je ireducibilni polynom nad K. Potom
polynom p(x) md v K[x]/p(x) ko¥en.
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Konegna télesa

P¥iklad

Nenulové prvky 1,x,x +1,x%,x% +1,x% + x, x> + x + 1 télesa
Zs[x]/(x® 4+ x + 1) Ize chapat jako mocniny koFene polynomu
x3 + x + 1. Oznaéme o = [x], 34441 Pak

a = «
o2 = a2

o = a+1

b = ?+a

o® = B+a’=c”+a+1
® = B+’ +a=a?+1
af = aP4a=1

Tato reprezentace je moZna vZdy v t&lese Zp[x]/m(x), kdyZ m(x)
je primitivni polynom.
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