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Konečná tělesa

Konvence

V této p̌rednášce znač́ı K vždy těleso.
Řekneme-li polynom, mysĺıme t́ım polynom nad K.
Symbolem m(x) znač́ıme pevný polynom stupně alespoň 1.

Minule

Každé K[x ]/m(x) je komutativńı okruh s jednotkou.

Analogicky jako v Zm

1 Rozš́ı̌rený Eukleidův algoritmus.

2 Invertibilita: a(x) ∈ K[x ]/m(x) má inversi, pokud
gcd(a(x),m(x)) je asociován s 1.

3 Lineárńı rovnice a(x) · p(x) = b(x) v K[x ]/m(x) má řešeńı
p(x) = a(x)−1 · b(x), pokud gcd(a(x),m(x)) je asociován s 1.
Do složitěǰśıch analýz se nebudeme v této p̌rednášce pouštět.
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Konečná tělesa

Tvrzeńı

K[x ]/m(x) je těleso iff m(x) je ireducibilńı v K[x ].

Důsledek

At’ p je prvoč́ıslo. Pak Zp[x ]/m(x) je těleso iff m(x) je ireducibilńı
v Zp[x ]. Takové těleso má p̌resně pn prvk̊u, kde n = deg(m(x)).
Znač́ıme jej GF (pn).a

aGalois field: Evariste Galois (1811–1832) byl francouzský matematik.

Věta

Každé konečné těleso K je isomorfńı nějakému tělesu GF (pn).
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Př́ıklad — těleso GF (8)

1 8 = 23: hledáme ireducibilńı polynom m(x) ∈ Z2[x ] stupně 3.
Hrubá śıla (my nemáme jiné prosťredky): m(x) = x3 + x + 1.

2 GF (8) ∼= Z2[x ]/(x3 + x + 1). Prvky: 0, 1, x , x + 1, x2, x2 + 1,
x2 + x , x2 + x + 1.

3 Poč́ıtáme standardńım způsobem. Nap̌r.

(x + 1) · (x2 + x) = x3 + 1 = x

(vynásobeńı a nahrazeńı zbytkem po děleńı).
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Př́ıklad

Těleso R reálných č́ısel, x2 + 1 ∈ R[x ].
Zbytky po děleńı polynomem x2 + 1 maj́ı tvar:

ax + b, a, b ∈ R

Operace:

1 Sč́ıtáńı: (ax + b) + (a′x + b′) = (a + a′)x + (b + b′).

2 Násobeńı: (ax + b) · (a′x + b′) =
(aa′)x2 + (ab′ + a′b)x + (bb′) = (ab′ + a′b)x + (bb′ − aa′).
Nahradili jsme zbytkem po děleńı polynomem x2 + 1.

To jsou komplexńı č́ısla!

C ∼= R[x ]/(x2 + 1)
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Př́ıklad

V minulém p̌ŕıkladě x · x = −1 v R[x ]/(x2 + 1), tj. x odpov́ıdá
komplexńı jednotce. Polynom x2 + 1 nemá kǒren v R, ale má kǒren
v R[x ]/(x2 + 1).

Tvrzeńı

Ireducibilńı polynom p(x) ∈ K[x ] stupně alespoň 2 nemá kǒren v
K.

Tvrzeńı

At’ K je těleso a at’ p(x) je ireducibilńı polynom nad K. Potom
polynom p(x) má v K[x ]/p(x) kǒren.
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Př́ıklad

Nenulové prvky 1, x , x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x , x2 + x + 1 tělesa
Z2[x ]/(x3 + x + 1) lze chápat jako mocniny kǒrene polynomu
x3 + x + 1. Označme α = [x ]x3+x+1. Pak

α1 = α

α2 = α2

α3 = α + 1

α4 = α2 + α

α5 = α3 + α2 = α2 + α + 1

α6 = α3 + α2 + α = α2 + 1

α7 = α3 + α = 1

Tato reprezentace je možná vždy v tělese Zp[x ]/m(x), když m(x)
je primitivńı polynom.
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