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1 Izomorfni linearni prostory

Definice 1 Zobrazeni A: L1 — Lo nazjvdme izomorfismus, pokud je prosté a na. Rikdme,
Ze dva linedrni prostory L1, Lo jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus A: L1 — Ls.
Tento fakt znacime L1 = Lo.

Poznamka 1 Necht A: Ly — Lo je izomorfismus. Pak A™': Ly — Ly existuje a je také
izomorfismus.

Veéta 1 Kazdy linedrni prostor L dimenze n je izomorfni s linedrnim prostorem R".

DUKAZ: ProtoZze dim L = n, existuje usp. baze (B) = (by,...,by,) lin. prostoru L. Definujme
zobrazeni A: L — R" takto: A(x) = (au,...,a,), kde (aq,...,a,) jsou soufadnice « v (B).
Ukéazeme, ze A je linedrni. Necht v € R, z,y € L, (a1,...,a,) jsou soufadnice v (B) a

(61, -, Bn) jsou souradnice y v (B). Pak
xty=a1-bi+ - +an-by+Bi-br+ 4By by = (1 +B1) b+ + (an+ Bn) - bn,

Tzn. ze soufadnice  + y v (B) jsou (ay + B1,...,ay + B) a soufadnice v - & v (B) jsou
(yaq,...,yoy). Takze

.A(:E—l-y) = (a1+ﬁ17-~-70‘n+/6n) = (0‘17"'7an)+(ﬁ17-~'75n) = A(cc)—i—.A(y),

Aly-®1) = (v, yam) =7+ (a1, .. o) =7 - A).
Protoze jsou soufadnice uréeny jednoznac¢né, tak jediny vektor, ktery mé v (B) soufadnice
(0,...,0) je 0. Tzn. ze ker A = {0}, tj. def A = 0. Takze A je prosté. Nakonec A je i na,
protoze ke kazdé n-tici (a1, ..., o) existuje ¢ € L t.2. A(x) = (v, ..., ap), konkrétné vektor
r=a1 -by+- -+ a,- b, O

Definice 2 Necht L je lin. prostor, (B) jeho bdze a dim L = n. Pak [ |p: L — R" je izo-
morfismus definovany [x]p = (a1,...,0n), kde (a1,...,ay) jsou souradnice x v bazi (B). K
nému inverzni izomorfismus budeme znacit ( )p: R™ — L, tj. (aq,...,0n)p = .

P¥iklad Necht L je lin. prostor polynomt stupné nejvyse 2 a (B) = (22,z,1) je jeho baze.
Pak L je izormorfni s R3 a

[azz? + a1 + ag|p = (a2, a1, ap), (az,a1,a0)p = agx® + a1z + ag .



Véta 2 Necht A: L1y — Lo a B: Ly — L3 jsou izomorfismy. Pak i Bo A: L1 — L3 je
izomorofismus.

DUKAZ: Zobrazeni Bo A je linearni. Navic je i prosté, protoze sloZeni dvou prostych zobrazeni
je prosté. Ukézeme, Ze je na. Protoze A(L1) = Lo a B(La) = L3 mame

(Bo A)(L1) = B(A(L1)) = B(L2) = L3 .

Veéta 3 Dva linedrni prostory Ly, Lo konecné dimenze jsou izomorfni p.t.k. maji stejnou di-
menzi.

DUKAZ: Necht dimL; = dimLs = n. Pak L1 &2 R™ a Ly = R", tj. existuji izomorfismy
A: Ly — R" a B: Ly — R". Takze B~' o0 A: Ly — Ly je izomorfismus.

Necht A: Ly — Ls je izomorfismus, B; je bdze L, a By baze L. ProtoZe izomorfismus
pievadi LN vektory na LN vektory, mame |B;| = |A(B1)| < |Ba|. Vzhledem k tomu, ze A~!
je také izomorfismus, mame |Bz| = |A~1(By)| < |By|. Takze |B;| = | Ba|, tj. dim L = dim Ls.

]

2 Matice linearniho zobrazeni

Pozorovani 1 Necht A je matice typu (m,n). Pak zobrazeni A: R™ — R™ definované vzta-
hem

Alz)=A -z
je linedarni.

Véta 4 Necht L1, Ly jsou lin. prostory, (B) = (b1,...,by) je bdze L1 a (C) = (c1,...,¢m)
je baze Lo. Necht A: L1 — Ly je linedrni zobrazeni a A je matice, jejiz sloupce tvori vektory

[A(bD)]c, - - ., [A(bn)]c. Pak Ve € Ly plati:
[A(z)]lc = A - [z]p.
DUkAz: Necht @ € L; a [z]p = (a1,...,an), tj. € = a1b; + - -+ + a,by,. Pak
A(x) = A(aiby + - + anby) = a1 A(by) + - + anA(by) .
Protoze [ ]¢ je linedrni zobrazeni dostaneme:
[A(@)lc = [a1A(b1) + - + anA(by)lc = a1[A(b1)]c + -+ + an[A(bn)]lc = A - [z]5..

O
Matici A z posledni véty fikdme matice linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Lemma 1 Necht A: Li — Lo je linearni zobrazeni a x1,...,x, € L1. Pak

A({xq, ..., xp)) = (A(x1), ..., Alxy)) .



DUKAZ: Nechf y € Ly. Potom y € (A(xq),...,A(x,)) p-.t.k. pro néjaké a1, ..., a, € R mdme
y=a1A(x1) + -+ anAlx,) = Alaqxy + - - + apxy,)

A to je ekvivalentni tvrzeni, ze y € A((x1,...,@y)). O

Véta 5 Necht L1, Ly jsou lin. prostory konecné dimenze, A: L1 — Lo je linedrni zobrazent,
(B) je baze Ly a (C) je baze Ly. Pak pro matici A lin. zobr. A vzhledem k bazim (B) a (C)
plati hod A = hod A.

DUkAz: Necht (B) = (by,...,b,) a dim Ly = m. Pak
hod A = dim A(L;) = dim A({by,...,b,)) = dim (A(b1), ..., A(b,)) .

Posledni rovnost plyne z predchoziho lemmatu. Protoze [ |¢: L — R™ je izomorfismus,
je linearni obal (A(by),...,.A(b,)) izomorfni linearnimu prostoru [(A(b1),...,A(by))]c, coz
opét podle predchoziho lemmatu je rovno linearnimu obalu ([A(by)]c, ..., [A(b,)]c). Takze
nakonec dostaneme nésledujici rovnosti:

dim (A(by), ..., A(by)) = dim ([A(by)]c, .- ., [A(bn)]c) = hod A .

Véta 6 Necht Ly, Ly jsou lin. prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je lin. zobrazeni. Pak
dimL; =hod A+ def A.

DUkAz: Nechf dim L; = n a A je matice lin. zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C'). Nulové
vektory prostoru L1, Lo, R™ budeme znadit postupné o1, 02, 0. Protoze hod A = hod A, staci
ukazat, ze def A = n—hod A. Necht My = {u € R" | A-u = o}. Vime, ze dim My = n—hod A.
Ukézeme, ze My = ker A, tj. def A = dimker A = dim My = n — hod A. Staci tedy najit
izomorfismus z ker A na My. UkdZeme, Zze zobrazeni B: ker A — M definované predpisem
B(x) = [x]B, je onen izomorfismus. Zobrazeni B je tedy jen restrikce zobrazeni [ |g: L1 — R"
na mensi defini¢ni obor ker A. Zobrazeni B je tedy prosté. Zbyva ukazat, ze (1) My je jeho
obor hodnot (tj. B(ker.A) C Mp) a (2) B je na M.

(1) Necht x € ker A. Pak A(x) = 0y. Takze
A - B(z) = A - [z]p = [A(x)]c = [02]c = o,
tj. B($) € M.

(2) Necht u € My. Pokud ukézeme, Ze (u)p € ker A, tak mame vyhréano, protoze B((u)p) =
[(u)p]p = u (zobrazeni [ |p a ( )p jsou vzajemné inverzni izomorfismy). Mame

[A((w)B)lc=A -[(uw)plp=A-u=o0.
Aplikaci izomorfismu ( )¢ a pfedchozi rovnosti, dostaneme

A((w)B) = ([A((w)B)lc) = (0)c = 02,
tj. (u)p € ker A.



Véta 7 Necht L1, Lo, L3 jsou lin. prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo a B: Ly — L3
jsou lin. zobrazeni. Ddle necht (B),(C),(D) jsou postupné bdze L1, Ls, L3, A je matice A
vzhledem k bazim (B) a (C), a B je matice B vzhledem k bazim (C) a (D). Pak matice B - A
je matice lin. zobrazeni B o A vzhledem k bdzim (B) a (D).

DUKAZ: Musime ukézat, Ze sloupce matice B-A jsou obrazy bazovych vektortu z (B) vyjadiené
v bazi (D) pfes zobrazeni B o A. Necht (B) = (b1, ...,b,). Pak

[B(A(b:i))]p = B - [A(bi)lc =B (A-[b]p) = (B-A) - [bi]p.

Protoze [b;]p = (0,...,1,...,0) je vektor samych nul, akorat na i-té pozici je 1. Dostaneme,
ze (B - A) - [b;] p neni nic jiného nez i-ty sloupec matice B - A. O

Véta 8 Necht Ly, Lo jsou lin. prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je izomorfismus a A
je matice A vzhedem k bdzim (B) a (C). Pak A~ existuje a je matici A1 vzhledem k bdzim
(C) a (B).

DUkAz: Kdyz je A je izomorfimus, pak dim L; = dim Ly = n a def A = 0. Takze A je typu
(n,n) a je regularni, protoze hod A = hod A = dim L; — def A = n. Necht (C) = (c1, ..., cn).
UkéZeme, Ze i-ty sloupce matice A~1 je roven [A~!(¢;)] 5. Mame

A - [A (e = [A(A (e)lo = [eile-
Po vynésobeni posledni rovnosti matici A~! dostaneme:
A e)lp=A""[ele.

Protoze [¢;lc = (0,...,1,...,0) je vektor samych nul, akorat na i-té pozici je 1. Dostaneme,
7e (A71) - [¢i]c neni nic jiného nez i-ty sloupec matice A1 O

3 Transformace souradnic

Véta 9 Necht L je lin. prostor konecné dimenze, T: L — L je identické zobrazeni a (B), (C)
jsou dvé baze L. Pak pro matici I lin. zobrazeni I vzhledem k bazim (B) a (C) plati:

pro kazdy x € L.

DUKAZ:

D
Matice I tedy prepocitava souradnice z baze (B) do baze (C). Navic I je typu (n,n), kde
n=dimL.



Definice 3 Matice I z predchozi véty se nazyvd matice prechodu od baze (C) k bdzi (B).

Poradi béazi v definici matice pfechodu je motivovano nésledujicim faktem. Necht (B) =
(b1,...,by). Pak i-ty sloupec matice I je [Z(b;)]c = [bi]c, tj. pokud zname bazi (C), pak
sloupce matice I nam fikaji, jak najit bazové vektory z (B).

Véta 10 Necht L je lin. prostor koneéné dimenze n, Z: L — L je identické zobrazeni a
(B), (C) jsou dvé baze L. Pak matice prechodu I od bdze (C) k bdzi (B) je requldrni a matice
I je matice prechodu od bdze (B) k bdzi (C).

DUKAZ: Protoze Z je izomorfismus, je matice I regularni. Navic podle Véty 8 je I™! matici lin.
zobrazeni Z~! vzhledem k bazim (C) a (B). Protoze Z~! = Z, je matice I"! matici pfechodu
od baze (B) k bazi (C). O



