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1 Eukleidovsky prostor

V nasledujicim budeme pracovat s eukleidovskym prostorem Eg, kterych v jistém smyslu
aproximuje nas tfirozmérny prostor. Prostor [E3 se sestava z bodi, mezi kterymi jsme schopni
meérit vzdalenost, kazdé dva body urcuji pravé jednu primku, mezi dvémi pfimkami, které se
protinaji v jednom bodé, mtizeme mérit thel. V prostoru Ez mizeme také zavést kartézskou
souradnou soustavu a vSechny body popsat pomoci souradnic v této souradné soustavé. Teorie
eukleidovskych prostorii se obvykle stavi na geometrickych pojmech, nicméné v nasem zkra-
ceném pristupu rovnou ztotoznime body Eg s trojicemi soufadnic v néjaké kartézské souradné
soustave.

Definice 1 Fukleidovsky prostor Es je mnoZina usporddanych trojic redlnych cisel. Prvek
P = (z,y, z) prostoru Ez se nazgyvd bod. Bod (0,0,0) znacime O.

Definice 2 Necht A = (a1,a2,a3) a B = (b1, ba,b3) jsou body Es. Pak definuje vektor AB
jako uspotddanou trojici (by — a1, ba — ag,bs —ag) € R3. Vektor O—1>4 nazyvame radiusvektorem
bodu A. V pripadé, Ze nebudeme referovat u vektoru ke konkrétnim bodum, budeme vektory
znacit malymi pismeny w, v, w, . ..

Definice 3 Necht A = (a1,az2,a3) € E3 a vektor v = (v1,v9,v3) € R3. Pak A+ v znaci
bod (a1 + v1,a9 + va,a3 + v3). Ddle necht B = (b1,b2,b3) € Es. Pak B — A znaci vektor
—

AB = (b1 — a1,by — ag, b3 — as).

Je zfejmé, Ze nami definované vektory spliiuji nasledujici vlastnosti:

—

1. AB=optk A=B,
— —

2. BA=—-AB,
R —

3. AB+ BC = AC,
— —_—  —

4. BC = AC — AB =C — B,

5. kdyz u € R3 je vektor a A je bod, pak existuje pravé jeden bod B t.z. u = AB,
konkrétné je to bod A + wu.

Pfipometime, Ze na R? mtzeme definovat skalarni sou¢in jako w - v = uvs + ugvs + ugvs,
kde u = (uj,ug,u3) a v = (v1,v2,v3). Mizeme tedy mluvit o velikostech a thlech mezi
vektory. Déle vektory ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) tvofi uspofddanou ortonorméalni bazi.



Definice 4 Necht (B) a (C) jsou usporddané bdze R3. Pak (B) a (C) nazjvdme souhlasné
orientované pokud detI > 0, kde I je matice prechodu od baze (B) k bazi (C) a jinak nesou-
hlasné orientované.

Véta 1 Mnozinu usporddanych bdzi na R3 lze rozdélit na dvé disjunktni cdsti, které obsahuji
jen souhlasné orientované bdze.

DUKAzZ: Zvolme jednu uspofddanou bazi (B) a rozdélme mnozinu bazi na ¢ast, kde jsou sou-
hlasné orientované baze s B a na ¢ast, kde jsou nesouhlasné orientované. Ukazeme, Ze v obou
¢astech jsou libovolné dvé usp. baze souhlasné orientované. Necht (C') a (D) jsou usp. baze
souhlasné orientované s (B). Pro matici pfechodu I od (B) k (C) plati detI; > 0. Podobné
det Iy > 0, kde I je matice pfechodu od (B) k (D). Matice pfechodu od (C) k (D) je matice
I;! - I,. Protoze det (I; ' - Ip) = det I, - det Iy = (detT;)~! - det Iy > 0, jsou (C) a (D) sou-
hlasné orientované. Podobné pokud jsou (C) a (D) nesouhlasné orientované, pak detI; < 0
a det I < 0. TakZe opét plati det (I;! - I) = detI; ! - det Iy = (detI;)~" - det I, > 0. O

Definice 5 Orientovat libovolny lin. prostor konecné dimenze znamend prohldsit jednu jeho
usporddanou bdzi (B) za kladné orientovanou. Usporddand bdze (C) se pak nazyvd kladné
orientovand, pokud je souhlasné orientovand s (B) a zaporné orientovand, pokud nesouhlasné.

Definice 6 Vektorovy soucin x: R3 x R? — R3 je zobrazend, které spliuje ndsledujici vlast-
nosti:

o Je-liuw,v LZ, pak u X v = o.
e Je-li w,v LN, pak u X v je urcen ndsledovne:

1. (uxv)lu a(uxwv)lo,
2. lu x v| = |ul|v|sinp, kde ¢ je ihel meziu a v,

3. (u,v,u x v) je kladné orientovand baze.
Pozorovani 1 Necht (B) = (3,7, k) je kladné orientovand ortonormdlni bdze. Pak
ixi=jxj=kxk=o,
ixj=k, jxi=—-k, ixk=—-3, kxi=j jxk=1i, kxj=-—1.

Véta 2 Necht (B) = (¢,7,k) je kladné orientovand ortonormdlni baze a [u]p = (uy,u2,us)
a [v]g = (v1,v2,v3). Pak

DUKAzZ: Pokud je u,v LZ, pak vSechny vyse uvedené determinanty jsou nulové a vysledny
vektor w4 X v mé nulové souradnice, takZe je v souladu s definici nulovy. Zbyva tedy overit
vlastnosti 1 az 3 z definice vektorového soucinu pro pripad, Ze vektory u, v jsou linearné
nezavislé.
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1. Ovéfime (u x v)_Lu. Dva vektory jsou kolmé, pokud jejich skalarni soucin je nulovy.

Uy U2 U3
Uy U3 u; U3 up U2 B B
SUp — s U9 + ug = |v1 vy wv3|=0.
Vg U3 V1 U3 v1 U2
Uyp U2 U3
Podobné se ovéfi (u x v) Lv.
2.
u u 2 Uu u 2 u u 2
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|u % 0’2 — 3 3 + _
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= (u% + u% + ug)(v% + v% + Ug) — (ugvy + ugve + u3v3)2 = \u!2|v\2 — (u- v)2 =

= [ulof? — [uPfo] cos” o = [ul?[v]2(1 — cos® ) = |ul?[v]*sin” .

3. Protoze u x v je nenulovy pro u,v LN a kolmy na oba vektory u, v, (u,v,u X v) tvori
usporadanou béazi. Matice pfechodu od béze (B) k bézi (u,v,u x v) vypadé takto:

Uz U3
uyp U1
Vo U3
ur  u3
A= u2 Vo —
V1 U3
ur U2
us v
3 U3 o1 v
Rozvojem podle tfetiho sloupce dostaneme:
upy usl® Jur ws? |ur wel?
2 1 1 U2
det A = 5|+ 3| + >0.
v2 U3 v U3 v 2

Béze (u,v,u X v) je tedy kladné orientovana.

Vypocet vektorového soucinu v x v si Ize snadno zapamatovat nasledovné:

uyp U2 U3
U Xv=|vy vV V3|,
i § k

kde determinant vypocitadme rozvojem podle posledniho Fadku.
Véta 3 Vektorovy soucin spliuje ndsledujici vliastnosti:

1. uXu=o,

2. uxv=—(vXxu),

3. (au) x v =a(u X v) =u x (av),

4. uXx (v+w)=uxv+uxw,



5 (WHw)xu=vxXu+wxu.
Priiklad
(2u — 5v) x (u+ 3v) = (2u — 5v) X u + (2u — 5v) x (3v) =
= (2u) X u+ (—5v) X u + (2u) x (3v) + (=Hv) x (3v) =
=2(uxu)—5vxu)+6(uxv)—15(vxv)=
=20 —5(—u xv)+6(u xv)—150=11(u x v).

Véta 4 Necht u,v je LN. Pak |u x v| je rovna plose rovnobéznika urceného stranami u, v.

DUKkAz: Plati |u x v| = |ul||v|sin . Plocha rovnobéznika je rovna souéinu zékladny |u| a
vysky, coz je pravé |v|sin ¢. O

Definice 7 Necht u,v, w € R3. Pak ¢islo u - (v x w) nazjvdme smiSenym soucinem vektori
u,v,w (v tomto poradi).

Véta 5 Necht (B) = (i,7,k) je kladné orientovand ortonormdlni baze a [ulp = (u1,ug,us),
[v]g = (v1,v2,v3), [w|p = (w1, ws,ws). Pak

Uy U2 U3
u-('vxw): V1 V2 U3
wp w2 w3

DUKAZ: Rozvojem determinantu podle 1.Fadku dostaneme pfimo skaldrni soucin u a v x w. O

Véta 6 Absolutni hodnota smiseného soucinu linedrné nezdavislych vektord w,v,w je rovna
objemu rovnobeznosténu urceneho svymi stranami u, v, w.

DUKkAz: Velikost |v x w| je rovna ploSe rovnobéznika uréeného vektory v, w, tj. plocha pod-
stavy. Mame tedy

|lu- (v x w)| = |v X w||u|| cos p| = zdkladna - vyska = objem .

Cislo |u|| cos ¢| je rovno pozadované vysce, protoze se jedna o kolmy priimét vektoru u na
vektor v X w a vektor v X w je kolmy na zakladnu. ([

2 Analyticka geometrie

Piiklad Necht A € E3 a v € R? je nenulovy. Pak
p=A+w)={Xe€E3| X =A+tv, tc R},
je pfimka prochéazejici bodem A se smérovym vektorem wv.
P¥iklad Nechf A € E3 a {u,v} C R? je LN podmnoZina. Pak
o0=A+(u,v)={X e€Es | X =A+tu+sv, t,s € R},

je rovina prochéazejici bodem A se smérovymi vektory u,v.



