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1 Analyticka geometrie
1.1 Primky
Necht A € E3 a v € R? je nenulovy. Pak
p=A+(v)y={Xe€E;| X=A+1tv, t € R},
je primka prochéazejici bodem A se smérovym vektorem wv. Rovnici
X=A+tv, teR,

fikdme bodova rovnice pfimky p. Necht X = (z,vy,2), A = (a1,a2,a3) a v = (v1,v2,v3). Pak
po dosazeni do bodové rovnice dostaneme tvz. parametrické rovnice primky p:

T =aj+tvy,
y=as+tvy, teR.
z = ag +tvg,

Eliminujeme-li parametr ¢ z parametrickych rovnic dostaneme tzv. kanonickou rovnici primky

p:
r — al Yy — ag Z — asg

U1 V2 U3

Zlomky v kanonické rovnici je tfeba chapat jen forméalné, protoze nékteré v; mize byt nulové.

Priklad (Vzdalenost bodu od pFimky) Necht p je pfimka s bodovou rovnici X = A + tu,

r € R a B € E3. Spoctéme vzdalenost d bodu B od pfimky p. Tato vzdéalenost je rovna vysce
—

rovnobéznika urceného stranami w a AB. Zakladna ma velikost |u|. Plati tedy:

_|A—B)><u|

d
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1.2 Vzajemna poloha dvou primek

Necht p je pfimka s bodovou rovnici X = A + tu, » € R a ¢ je pfimka s bodovou rovnici
Y = B + sv, s € R. Vzidjemnou polohu ptimek p, ¢ rozlisime podle nésledujicich piipadii:

1. Je-li u,v, AB LN posloupnost, pak p, g jsou mimobézné.

2. Je-li u,v, AB LZ posloupnost, pak p, g lezi v jedné roviné.



a) Je-li u,v LN posloupnost, pak p, ¢ jsou riznobézné.

b) Je-li u,v LZ posloupnost, pak p, ¢ jsou rovnobézné nebo splyvaji.

Podle toho, ktery pripad nastane, se obvykle dopocitavaji nasledujici hodnoty:

Vzdalenost dvou mimobézZek d pocitdme z objemu rovnobéznosténu uréeného stra-

—
nami u, v, AB, ktery se rovna souéinu plochy jeho zékladny (tj. |u x v|) a jeho vysky (coz je
hledana vzdalenost d). Protoze mizeme tento objem spoéist také pomoci smiseného soucinu
—_—
jako |AB - (u x v)|, dostaneme:
—_—

_ |AB - (u x v)|

d
lu X v|

Vzdalenost dvou rovnobézek d pocitame jako vzdalenost bodu lezici na jedné rovno-
bézce od druhé rovnobézky, tj. napf.

4B x uf

d
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Uhel ¢ mezi rtiznobézkami spoéitdme pomoci tthlu 1) mezi vektory u,v. Mame tedy

u-v

cosy = ol .

Uhel ¢ pak uréime takto:

K jestlize ¢ € (0,7/2),
P r = jestlize v € (n/2, 7).

Vzorec muzeme jesté zjednodusit. Pro ¢ € (0,7/2) plati cos = cosy = |cos)|, protoze
funkce cos je na intervalu (0,7/2) nezdporna. Pro ¢ € (7/2,7) mame cosp = cos(m —
1) = cosmcost) + sinwsiny = — cosyy = | cos )|, protoze funkce cos je na intervalu (7/2, )

zaporna. V obou piipadech mame cos ¢ = | cos )|, takze dostaneme:

|- v

COS Y = ‘u”v’ .

Souradnice prusediku ruznobézek spocitame jako spolecné feseni bodovych rovnic
pfimek p a ¢, tj. A+ tu = B + sv pro neznamé parametry t,s € R. Tato rovnice vede na
—
soustavu linearnich rovnic tu — sv = AB.

1.3 Roviny
Nechf A € E3 a {u,v} C R? je LN podmnozina. Pak
0=A+(u,v) ={X €B3| X =A+tu—+sv, t,s € R},
je rovina prochéazejici bodem A se smérovymi vektory w,v. Podobné jako u pfimky rovnice

X=A+tu+sv, t,sEeR,



se fikd bodovéa rovnice roviny p. Necht X = (z,y,2), A = (a1,a2,a3), u = (u1,uz,u3) a
v = (v1,v2,v3). Pak po dosazeni do bodové rovnice dostaneme tvz. parametrické rovnice
roviny o:

T = a +tuy + svy,

Yy =ao + tug + sva, t,s€R.

z = ag + tug + svs3,

Jinou moznosti jak popsat rovinu o je pomoci norméalového vektoru n = (a,b,c) (tj.

libovolného nenulového vektoru, ktery je kolmy na rovinu p) a bodu A = (a1, az, a3), kterym
rovina g prochézi. Rovina ¢ je pak mnozina vSech bodt X = (z,y, 2), které splnuji:

— —_—
AX1n & AX-n=0 <& (rz—a,y—az,z—a3) (a,bec)=0.

Pokud spocitame skalarni soucin v posledni rovnici a ozna¢ime d = —aaq — bas — caz dostanem
tzv. skaldrni rovnici roviny p:
ax +by+cz+d=0.

Pokud méame zadanou bodovou rovnici roviny ¢o: X = A+tu+sv, t,s € R, mizeme prejit
ke skalarni rovnici takto. Jeden bod lezici v roviné ¢ odeé¢teme piimo z bodové rovnice (je to
bod A) a normdlovy vektor pak najdeme jako vektorovy souéin n = u X v.

Existuje alternativni zptisob, jak najit skaldrni rovnici roviny o. Vektory AX , W, v musi
totiz lezet v roviné p. Tudiz musi tvorit LZ posloupnost. Tzn. Ze determinant matice, jejiz
rfadky jsou tvoreny soufadnicemi vektortt AX,w,v musi byt nulovy, tj.:

r—ay Yy—ax 2 —as
ul u9g us =0.
U1 V2 U3
Vypoctem tohoto determinantu dostaneme také skalarni rovnici roviny p, protoze tento de-
terminant je smiseny soucin AX - (u X v) a u X v je normalovy vektor roviny p.

Priklad (Vzdéalenost bodu od roviny) Nechf g je rovina s bodovou rovnici X = A+tu+sv,
r,s € R a B € Es. Spoc¢téme vzdalenost d bodu B od roviny p. Vzdalenost d spocitame z
objemu rovnobéznosténu urceného stranami u,v,@, ktery se rovnéa soucinu plochy jeho
zékladny (tj. |u x v|) a jeho vysky (coz je hledana vzdalenost d). Protoze muZeme tento

objem spodcist také pomoci smiseného soucinu jako ]A—B) - (u x v)|, dostaneme:
—
g |AB - (u x v)]
N luxv|

Pokud je rovina o zaddna pomoci skalarni rovnice ax+by+cz+d = 0 spoéteme vzdalenost
—
d takto. Necht n = (a,b,c) a B = (x9, Y0, 20). Necht A = (a1,a2,a3) € 0. Pak |[AB - n| =
— —5 —
|AB||n||cos ¢, kde ¢ je thel mezi vektory AB a n. Navic |AB|| cos ¢| = d, protoze

cos ¢ kdyz ¢ € (0,7/2),
| cos p| =
cos(m — ) kdyz ¢ € (7/2,m).
Takze

—
_|AB-n| _ [(xo—a1)a+ (yo —a2)b+ (20 —as)c|] _ |axo + byo + cz0 + d|
] n| Va2 + b2 + 2

protoze d = —aaj — bag — cas pro kazdy bod A = (a1,a2,a3) € o.

d



1.4 Vzajemna poloha pfimky a roviny
Necht p je pfimka s bodovou rovnici X = A+tu, t € R a ¢ rovina s normalovym vektorem n
a prochazejici bodem B. Pak vzajemnou polohu p a o rozlisime podle nésledujicich ptipadi:

1. Je-li w L n (tj. w-n = 0), pak nastavaji tyto moznosti:
. % . % 7’ v/ . v
a) Je-li AB 1 n (tj. AB-n =0), pak pfimka p lezi v roviné p.
b) Je-li A—B> -n # 0, pak je pfimka p rovnobéZzna s rovinou .
2. Je-li w-n # 0, pak primka p protina rovinu ¢ v jediném bodé.

Vzdalenost rovnobézné primky od roviny (v ptipadé 1b) zjistime jako vzdalenost
bodu A od roviny p.

Prusecik primky s rovinou (v pfipadé 2) najdeme tak, ze dosadime do skalarni rovnice
roviny o za x,y, z hodnoty z parametrickych rovnic ptimky p. ReSeni ndm pak da hodnotu
parametru t, ktery po dosazeni zpét do parametrickjch rovnic primky p, jiz urci soutad-
nice priseciku. Vyse popsany zpusob hledani priseciku je typicky zptsob, ktery se pouziva
pri FeSeni konkrétniho prikladu. Nicméné pomoci naseho formalizmu muzZeme také vyjadrit
soutadnice priseciku pfimo i v obecném pfipadé. Zacneme se skalarni rovnici roviny p, tj.
BX -m = 0, kde za X dosadime z bodové rovnice primky p. Dostaneme tedy:

—_— — —
0=BX - n=(X-B) n=(A4+tu—B) - n=(BA+tu) - n=BA-n+t(u-n).

TakzZe pro parametr ¢ mame:

— — —_—
‘ BA-n  (-AB)-n AB-mn
 un un  uwu-n

Dosazenim zpét do bodové rovnice piimky p dostaneme pro priisecik P:

—
AB-n
u-n

P=A+

u.

Uhel a mezi pfimkou a rovinou (v piipadé 2) spoéitame pomoci tihlu ¢ mezi pfimkou
p a libovolnou kolmici na rovinu g. Pak o = /2 — . Kolmice ma smérovy vektor n, takze

|u-n|

sinazcos(w/?—a):cosgz):’ Tl
ul|n

1.5 Vzajemna poloha dvou rovin

Necht g, o jsou roviny, g prochézi bodem A an = (a,b, c) je normalovy vektor g, a o prochazi
bodem B a m = (e, f,g) je normélovy vektor o. Pak vzajemnou polohu p, o rozlisSime podle
nasledujicich pripadt:

1. Je-li n,m LN posloupnost, pak jsou o, riznobézné.
2. Je-li n,m LZ posloupnost, pak nastavaji tyto moznosti:

a) Pokud B € g, pak g, o splyvaji.



b) Pokud B ¢ p, pak jsou g, rovnobézné.

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin (v ptipadé 2b) spocitame jako vzdalenost bodu
B od roviny p.

Prusec¢nici dvou rovin (v pfipadé 1) spocitame jako spoleéné Feseni skalarnich rovnic
rovin ¢ a 0. Necht ax + by + ¢z + d = 0 je skalarni rovnice roviny o a ex + fy+gz+h =0 je
skalarni rovnice roviny o. Pak rovnici priisecnice dostaneme jako feseni nasledujici soustavy
linearnich rovnic pro neznamé x, y, z:

ar +by+cz = —d,
ex+ fy+gz = —h.

Uhel ¢ mezi dvémi raznobéZnymi rovinami spocitdme pomoci tthlu mezi libovolnymi
kolmicemi rovin ¢ a o. Protoze smérové vektory téchto rovin jsou normalové vektory n a m,
dostaneme:

cosp = ———.
n||m|



