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1 Linearni obaly, baze a dimenze

Definice 1 Necht L je linedrni prostor. Neprdzdnd koneénd mnozina K C L, K = {x1,..., %y}
se nazyvd LZ, pokud je LZ konecénd posloupnost xi,...,x,. Nekonecnd mnoZina M C L se
nazyvd LZ, pokud existuje koneénd K C M, kterd je LZ. MnoZina, kterd neni LZ je LN () je
LN).

Konetna mnozina K = {xi,...,x,} je tedy LN, pokud je LN kone¢nd posloupnost
i, ..., T, a nekoneénd mnozina M je LN, pokud kazda jeji koneénd podmnozina je LN.

Piiklad Mnozina M = {1,z,2%,23,...} je nekoneénd LN podmnozina linedrniho prostoru
v8ech polynomt, protoze libovolna koneénéd podmnozina je LN. Skuteéné, méjme libovolnou
K = {aM aF2 . . zk}). Pak

awk1 + a2xk2 + -+ OénSUk" =0 Vo e R

je splnéno jen pro a; = ag = -+ = a,, = 0, protoze jediné polynom se samymi nulovymi
koeficienty je roven nulovému polynomu.

Definice 2 Necht L je lin. prostor a M C L. Linedrni obal (M) je mnoZina viech linedrnich
kombinact proku z M, tj.

(M) ={a1x1+ - +apzy, |nEN, 1,...;2, € M, aq,...,0p, € R}.

Vektor z patii tedy do linedrniho obalu (M), pokud existuje n € N, x1,..., @, € M a
Qly...,0n € R .2
zZ=01x1 + -+ apTy .

Piiklad

((17573)7 (_27074)> = {a1(17573)+a2(_27074) ’ o1, Q2 € R} = {(a1—2a2,5a1,3a1+4a2) ‘ a1, Q2 € ]R}

(1,z,2% 23,...) = Rz]

Véta 1 Necht L je lin. prostor a M C L. Pak (M) je nejmens? lin. podprostor prostoru L,
ktery obsahuje M.



DUKAZ: Necht x,y € (M) a a € R. Pak

T = quui+---+apuy
Yy = [vr+--+ B
pro néjaké w, ..., Uy, V1,..., Uy € M. Mame tedy

T4+yY=oui+ -+ aptn + G1v1 + - + Buvm

ax = (aoy)ur + -+ + (aap)uy,

Takze x +y € (M) a ax € (M).
Ziejmé M C (M). Necht U je lin. podprostor L a M C U. Ukdzeme, ze (M) C U. Mé&jme
z € (M), t.j.
z =011 + 02X+ - + anTy,

pro néjaké x1,...,x, € M a ay,...,a, € R. Protoze kazdé x; € U a U je podprostor, musi
a;x; € U. Tudiz i soucet z =" ax; € U. O

Veéta 2 Necht L je lin. prostor, M C L az€ L. Je-li z € (M), pak (M) = (M U{z}).

DUKAZ: Ziejmé (M) C (M U{z}). Protoze M C (M) a {z} C (M), mdme M U {z} C (M).
Tudiz (M U{z}) C ((M)) = (M). O

Véta 3 Necht L je linedrni prostor, M C L je LN mnoZina a z € (M). Pak téz M U{z} je
LN mnoZina.

DUKAZ: Sporem. Prepoklddejme, ze M U {z} je LZ. Pak existuji xy,...,x, € M a reilnd
¢éisla aq, ..., ap, ant1 € R (alespon jedno nenulové) t.z.

a1 + -+ apTy +apy12 = 0.

Cislo ay41 nemiize byt 0, protoze jinak by M byla LZ. Tudiz

Tedy z € (M) (spor). O

Definice 3 Necht L je lin. prostor a B C L. B se nazijvd bdze lin. prostoru L, pokud
1. B je LN,
2. (B) =1,

Piiklad {1,z,22, 23,...} je béze lin. prostoru R[z]. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je béze R3.
Obecné mnozina usporadanych n-tic

{(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,1,0),(0,0,...,0,1)}

je baze R", které se rikd standardni.



Véta 4 Necht L je netrividini lin. prostor. Pak
1. Pro kazZdou LN mnozinu N C L existuje bdze B lin. prostoru L t.Z2. N C B.

2. Pro kazZdou mnoZinu M C L t.z2. (M) = L, existuje baze B lin. prostoru L t.Z. B C M.

Véta 5 (Steinitzova o vyméné) Necht L je lin. prostor, M C L, a {vy,...,vp} C (M) je
LN mnozina. Pak 3 navzdjem rizné wy, ..., wp € M t.Z.

(M) = ({v1,...,0} UM\ {w1,...,wi})).
DUKAZ: Indukei podle k. Pro k = 0 trividlni, protoze v mnoziné M nic nenahrazujeme.
Predpokladejme, Ze véta plati pro k > 0 a ukdzeme, Ze platii pro k+1. Necht {vy, ..., vg, vpi1} C
(M). Pak z indukéniho predpokladu existuji wy, ..., wg € M t.7.
<M> = <{vl,...,vk} U (M\{wl, ,wk})> .
Oznac¢me M \ {w,...,wi} = M'. Tedy
(M) = {v1,..., 0.} UM") = {{v1,..., 05,041} UM').

Druhd rovnost plati, protoze vi1 € (M). Protoze vgyq € ({v1,...,v5} UM') méme

Viy1 = 01T + a2 + -+ + Ty + P11 + - - + Brvg,

pro néjaké x1,...,x, € M a a1,...,an,B1,..., 0 € R. Protoze {v1,...,v5,vii1} je LN,
musi byt alespoii jedno «; # 0. Bez tijmy na obecnosti nechf a; # 0. Pak
1 Qg Qn, B Bk
Ty = —Vpy] — — Ly — = — Xy — —V] — - — —V},
1 1 o1 o o
Tj.

1 € {v1,..., v, vp1 U (M N\ {z1})) .
To ale podle Véty 2 znamena, ze
({vr, ook v U (M \ {z1})) = ({v1, - v v UMY = (M)

O

Znageni: necht M je mnozina, pak |M]| je pocet jejich prvki pokud je koneénd a jinak
| M| = oo.

Dusledek 1 Necht L je lin. prostor, M C L a N C (M) je LN mnoZina. Pak |N| < |M]|.

DUKAZ: Pokud | M| = oo pak je to trividlni. Pokud |M| = n a |[N| > n. Pak podle Steinitzovy
véty lze vzit libovolnou {v1,...,v,4+1} € N a nahradit jimi n + 1 navzdjem ruznych prvka z
M. To ale nejde, protoze |M| = n. O

Véta 6 Necht L je lin. prostor a By, By jsou jeho bdze. Pak |By| = |Bs|.



DUKAZ: Protoze By C (Bg2) mdme |B;| < |Bz|. Podobné By C (Bj) implikuje |Bz| < |By].
Takze |Bl| = ‘BQ| O

Definice 4 Necht L je lin. prostor a B je bdze. Pak dimenze L je pocet proki B, tj. dim L =
|Bl.

Véta 7 Necht L je lin. prostor a M C L je jeho podprostor. Pak dim M < dim L.

DUKAZ: Necht By je bdze M a By je baze L. Protoze By je LN a By C (Bj), mame

Véta 8 Necht L je lin. prostor, dim L =n, M C L a |M| = m. Pak plati:
1. Pokud M je LN, pak m < n.
2. Je-li m >n, pak M je LZ.
3. Je-lim =mn. Pak M je LN p.t.k. (M) = L.
DUKAZ:
1. Necht B je béze L. Protoze M C (B), je m = |M| < |B| = n.
2. Je ekvivalentni s pfedchozim bodem.

3. (=) Necht M je LN. Pokud (M) # L pak M U{z} je LN pro n&jaky z & (M). To je
ale spor s 1. tvrzenim, protoze |[M U{z}| =n+ 1> n. Tudiz (M) = L.
(<) Pokud (M) = L a M je LZ. Pak existuje baze B C M a |B| < |M| = n. To je ale
spor, protoze vSechny baze maji stejny pocet prvki.

Pozn.: M tedy musi byt baze L.

2 Souradnice v usporadané bazi

Definice 5 Necht (B) = (by, b, ..., by,) je usporddand bdze lin. prostoru L a x € L. Usporddanou
n-tici redalngch éisel (aq, aa, . .., ay) nazgvdme souradnicemi vektoru x vzhledem k usporddané
bdzi (B), pokud plati

T = aiby +asbs + - + anby, .

Tuto skutecnost zapisujeme zkrdcené takto:
r = (051, ‘e 70471)(3) .

Veéta 9 Necht (B) = (by,ba,...,by,) je usporddand bdze lin. prostoru L. Pak pro kaZdjx € L
soutadnice & vzhledem k bazi (B) existuji a jsou uréeny jednoznacné.



DUKAZ: Existence: kazdy x € L lze vyjadfit jako lin. kombinaci bdzovych prvki.
Jednoznaénost sporem: necht existuji (a1,...,an), (B1,-..,0n) € R™ a (a1,...,q,) #

(B1,...,0n). Pak
T =oaby+ - +ayb, =06b+ -+ 5.b,.

(a1 —B1)b1 + -+ + (o, — Bn)bp = 0.

Protoze {b1,bs,...,b,} je LN, mame «; — 3; = 0. To ale znamena, ze o; = [3; (spor). O

Piiklad (B) = (1,z,2%) je usp. baze lin. prostoru polynomu stupné nejvyse 2. Polynom
f(z) =222 — 32 + 5 m4 v této bazi souradnice (5, —3,2), t.j. f(x) =5 -1+ (=3) -z +2-2°



