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1 Vypocet inverzni matice

Véta 1 Necht Py elementarni matice vznikld el. dupravou U. Pak je Py reguldrni.

DUKAZ: Protoze elementarni iprava U je invertovatelnd, existuje el. iprava U’, ktera vraci
zmény U zpét, tj. Py - Py = E. Je snadné si rozmyslet, Ze pokud nejprve provedeme s matici
E apravu U’, pak U vraci zase vse zpét, tj. Py - Py = E. ]

Ukézky elementarnich matic a jejich inverzi:
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Véta 2 Pokud A ~ E, pak A je requldrni.

DUKkAz: Pokud A ~ E, pak E = C - A, kde C je souéin el. matic. Tvrdime, ze C = AL,
Musime tedy jesté ovérit, ze A - C = E. Protoze C je soucin el. matic, které jsou regulérni,
C je také regularni, protoze soucin regularnich matic je regularni. Z rovnosti E = C - A po
vynasobeni C~! zleva dostaneme, C~! = A. To ale znameni, ¢ A-C=C ' . C=E. [

Predchozi véta nam dava navod, jak inverzni matici hledat. Pokud budeme schopni najit
el. upravy, které pfevedou zadanou matici na jednotkovou, pak soucin odpovidajicich el. matic
nam d4 matici inverzni. Necht A je matice typu (n,n) a E je jednotkova matice stejného typu.
Pokud A ~ E, pak mitizeme A~! najit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody nasledovné:
(A | E) ~ (E | B), tj. upravujeme obé matice A, E stejnymi el. ipravami tak, aby se A



prevedla na E. Matice E se témito Gpravami pfevede na matici B. Pak existuje soucin el.
matic C t.z. E=C-A a B = C:E. To ale znamené, ze B = C. Z dikazu pfedchozi véty
vime, ze C = A~L
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Véta 3 Necht A je reguldrni matice typu (n,n). Pak A ~ E.

DUKAzZ: Sporem: budeme piedpokladat, ze A  E a A je regularni (tj. A~! existuje). Vime,
ze A ~ B, kde B je horni trojihelnikova. Ukéazeme, ze pokud A « E, pak B musi obsahovat
nulovy faddek. Kdyby ne, tak vzhledem k tomu, Ze B je typu (n,n), musi byt na diagonéle
matice B nenulové prvky, protoze kazdy nasledujici fadek ma na zacatku alesponn o jednu
nulu vic. Pak ale mtizeme pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace ukazat, ze A ~ B ~ E, coz
je spor s nasim predpokladem, ze A ¢ E. Skuteéné, situace vypada takto (symbol x oznacuje
libovolné nenulové ¢islo a ¢ libovolné ¢islo):

X o O 0o o x o o <o 0 x o <o 0 0 x 0 0
0 x o o o 0 X o <o 0 0 x o 0 0 0 x 0
0 0 x ¢ ©o|~|0 0 x © O0]~10 0 x 0 Of~---~]0 0 x
0 0 0 x o 0 0 0 x O 0 0 0 x O 0 0 O
0 0 0 0 x 0 0 0 0 x 0 0 0 0 x 0O 0 O
Alesporn posledni fadek matice B tedy musi byt nulovy. Pak
0 -+ 0 1):B=(0 --- 0 0). (1)

Protoze A ~ B, existuje regularni matice C (souéin el. matic) t.z. B = C- A. Vzhledem k
tomu ze predpokladame, ze A je také regularni, musi byt regularni i B, jelikoz souc¢in dvou
regularnich matic je zase regularni matice, tj. B~! existuje. Vynasobime zprava rovnici (1)
matici B! a dostaneme:

© - 01)=@0 -~ 00)-B'=(0 - 0 0),

coz je ale spor. O

Véta 4 Necht A je matice typu (n,n). Pak A je requldrni p.t.k. hod A = n.

o X © oo

X © o o O



DUKAZ: Pokud A je regularni, pak A ~ E; tj. hod A = hod E = n.

Pokud hod A = n, pak A ~ B, kde B je horni trojihelnikovd matice bez nulovych radki,
tj. na diagondle ma nenulové prvky. Pak je mozné pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminac¢ni
metody prevést B na E, tj. B ~ E. Zaroven, ale vime, Zze z A ~ E plyne, zZe A je regularni.

O
2 Determinant
Definice 1 Permutaci mnoziny {1,2,...,n} rozumime libovolnou usporddanou n-tici jejich
proki, kde se Zadny prvek neopakuje. MnoZinu vSech permutaci {1,2,...,n} budeme znacit

Shp.

Je dobfe znamo, ze pocet |S,| = nl. Necht 7 = (j1,...,jn) € Sn. Uspofadanou dvojici (j;, jx)
nazveme inverzi v m, jestlize i < k a j; > ji. Je-li p celkovy pocet inverzi v 7, pak ¢islo (—1)P
nazyvame znaménkem permutace 7w a znacime sgn .

Definice 2 Necht A = (a;;) je matice typu (n,n). Determinantem matice A nazgjvdme cislo:

det A = Z sgn(Ji, .- -, Jn) Q14,0255 -+ - Anj, -
(J15-29n)ESn
Priklad
sgn(1,2) =1, sgn(2,1) = -1
ai; @12
= 11022 — 012021
a1 CL22‘
Priklad
sgn(1,2,3) =1, sgn(2,3,1) =1, sgn(3,1,2) =1

sgn(3,2,1) = —1, sgn(1,3,2) = —1, sgn(2,1,3) = -1

a1l aiz2 ais
a1 G2 a23| = a11022033 + G12023031 + A13G21032 — A13G22031 — 411023032 — 112021033
az1 asz2 ass

Véta 5 Necht A je horni (dolni) trojuhelnikovd matice typu (n,n). Pak det A = aj1a22 - - anp.-

DUkAzZ: Predpokladejme, Zze A je horni trojuhelnikova typu (4,4) (pro ¢tvercovou matici
jinych rozmért bude ditkaz probihat analogicky).

ail a2 aiz ai4
0 aze azs ay
0 0 a33 asq
0 0 0 aq4

det A =

Jediny nenulovy soucin z definice determinantu je souéin aj1ag2as3aq4 odpovidajici permutaci
(1,2,3,4). Protoze sgn(1,2,3,4) = 1, je dikaz hotov. O

Véta 6 Necht A,B jsou matice typu (n,n). Pak det (A - B) = det A - det B.



Elementarni apravy Gaussovy elimina¢ni metody:
U; — ptehozeni radki,
Uy — vynésobeni i-tého fadku realnym éislem o # 0,
Us — pricteni a-nasobku j-tého radku k i-tému.
Véta 7 Necht P; je el. matice vznikla el. ipravou U;. Pak
detP; = —1, det Py = o, detP3=1.
Navic det PiT = det P;.

DUKAZ:
1 0 0
1 0 0
detPy =0 0 o -+ 0/=1.1.0--1=q
000 --- 1
Protoze P2T = P», plati i det P = det P».
1 0 « 0 1 00 --- 0
010 0 10 0
detPy=0 0 1 Ol=1=|a 0 1 - 0| =detPT
000 -+ 1 000 --- 1

Vsiméme si nejprve, ze el. tprava U; 1ze udé€lat pouze pomoci el. Gprav Us a Us takto:

(©-(20)~C 257 (2)-()- ()

To znamené, ze matici P; mizeme vyjadrit jako soucin P; = C4 - C3s - Cy - C; - E, kde
C;, C,, C3 jsou el. matice odpovidajici el. apravé Us a C4 el. matice odpovidajici el. apravé
Us; pro a = —1. Takze det C; = detCy = detC3 = 1 a det C4 = —1. PouZitim véty o
determinantu souc¢inu dostaneme:

detP1:det(C4-Cg-C2~Cl-E):detC4-detC3-detC2-detC1-detE:—1.

Navic plati, 7e P = P;. Skuteéné

1 -+ 0 -~ 0 -~ 0\7
0 0 1 0
P{ = : =Py
0 1 0 0
0 0 0 1
Takze det PT = det P;. O



Véta 8 Necht A je matice typu (n,n) a A; je matice, kterd vznikne z A el. upravou U;. Pak
det A = —det A, det Ay = - det A, det A =det A.

DUKAZ:

detA; = det(P;-A)=detP; -detA =—detA
det Ay = det(P2-A)=detPy-det A =a-detA
det A = det(P3-A)=detP3-det A =detA

Ddusledek 1 Pokud md ctvercovd matice A dva stejné radky, pak det A = 0.

DUKAZ:

A=A = detA=detA;=—detA = 2-detA=0 = detA=0

Véta 9 Pro kaZdou ctvercovou matici A plati: det AT = det A.

DUKAZ: Necht A = C-T, kde C = Cj ---C,, je soucin el. matic a T je horni trojihelnikova
matice. Pak

det AT = det (C - T)T = det (T? - CT) = det TT - det CT = det CT - det TT . (2)
T
t1r ti2 ti3 -0 tin tn 0 0 --- 0
0 tog tag -+ top t1g to 0 --- 0
det T =0 0 t3g3 -+ f3n| = |t13 to3 t33 -+ 0| =t -4y, =detT.
0 0 0 e tnn tln t2n t?m e tnn

Protoze det CZ-T = det C;, dostaneme

det CT = det (Cy---C,)T =det (CT...CT) =detCL ... det CT =
=detC,,---detC; =det Cy---det C,, = det (Cq---C,) =det C.

Dosazenim do rovnice (2) dostaneme

det AT = det CT - det TT = det C - det T = det (C - T) = det A .

Dusledek 2 Analogickd véta k Véte 8 by platila i pro el. sloupcové upravy.



Priklad
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