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1 Soustavy linearnich rovnic

Méjme soustavu m linearnich rovnic o n neznamgych:

anry + -+ awr, = b
(1)
amir1 + -+ + AQmaTn = bm
Pokud oznacime
air - Qin 1 b1
A_ = c . . s €Xr = s b = s
Aml *°° Qmn Tn b

pak misto (1) muzeme pséat struénéji A-x = b. Matici A nazyvame matici soustavy (1), vektor
bl = (by,...,bn) vektorem pravych stran a vektor ’ = (z1,...,z,) vektorem neznamych.

Matici (A | b) nazyvame rozsifenou matici soustavy.

Poznamka 1 Ac¢koliv x a b jsou jednosloupcové matice a ne vektory, budeme s nimi béiné
pracovat jako s vektory, protoZe je vetsinou z kontextu jasné, kdy je mdme chdpat jako jedno-
sloupcové matice.

Vsiméme si také, Ze soustava (1) lze pfepsat takto:

ai ain by

am1 Amn b
To znamend, ze pokud vektor (ai,...,a,) je jejim FeSenim, pak vlastné vektor b je linedrni
kombinaci sloupcti matice A a koeficienty této linearni kombinace jsou pravé aq, ..., a,.

Véta 1 (Frobeniova) Soustava A - & = b md tesent p.t.k. hod A = hod (A | b).

DUkAz: Vektor (aq,...,q,) je feSenim soustavy A - x = b p.t.k. b je linedrni kombinaci

sloupcti A s koeficienty ag,...,a,. To znamend, Ze soustava A - x = b ma feSeni p.t.k.

T T - AT T ‘ AT T .
b' € (A") to je p.t.k. X = (A") a to je p.t.k. hod 7 ) = hod A”. Protoze pro

kazdou matici B mdme hod B” = hod B, dostaneme hod (A | b) = hod A. O



Definice 1 Necht A -x = b a C-x = d jsou soustavy linedrnich rovnic. Rikdme, Ze tyto
soustavy jsou ekvivalentni, pokud maji stejn€ mnoZiny resent.

Veéta 2 Ke kaZdé soustavé A - x = b lze nalézt ekvivalentni soustavu C - x = d, kde C je
horni trojuhelnikova.

DUKAz: Ziejmé (A | b) ~ (C | d), kde C je horni trojuhelnikova. Sta¢i tedy ukazat, zZe
soutavy A -x = b a C-x = d jsou ekvivalentni. Protoze (A | b) ~ (C | d), existuje regularni
matice P t.z.
(Cld)=P-(A|b)=(P-A|P-¢).

Takze C=P-Aad=P-b.

Necht a je feseni soustavy A-x =b, tj. A-a=b.Pak P-A-a=P-b,tj. C-a =d.
Obréacené, necht z je feSenim C-x = d. Pak P- A -z = P - b. Vynésobenim matici P~! zleva
dostaneme A -z = b. O

Definice 2 Necht A - x = b je soustava lin. rovnic a b = o. Pak nazyvame tuto soustavu
homogenni.

Veéta 3 Mnozina M feseni homogenni soustavy A-x = o o n nezndmyjch tvori lin. podprostor
lin. prostoru R™.

DUKAZ: Zfejmé o € M. Nechf u,v € M aa € R.Pak A- (u+v)=A-u+A-v=0+0=0
aA-(au)=a-(A-u)=a-o=o0.Takzeu+veMaa- -uc M. O

Véta 4 Necht A - x = o je homogenni soustava lin. rovnic o n nezndmych a M = {u € R™ |
A -u=o0}. PakdimM =n —hod A.

DUKAzZ: Vime, 7e (A | 0) ~ (C | 0), kde C je horni trojahelnikovd, jejiz po¢et nenulovych
radki je hod A. Na popis reseni budeme tedy potrebovat £ = n—hod A parametri py,...,pr €
R. Necht tedy x;, = p1, ..., i, = pi. Protoze vektor pravych stran je nulovy, mizeme ostatni
slozky feseni vyjadrit jako linearni kombinace parametra p1, ..., pg. To znamena, Ze libovolné
feSeni mtizeme vyjadfit ve tvaru:

(T1,. - Tn) = prus + - + pptn .
Takze M = (uq,...,u). Zbyva ukazat, ze {u1,...,ur} je LN. Necht
aiu) + -+ apup = 0.

Protoze w; ma na pozici i; ¢islo 1 a ostatni vektory wo,...,u; nulu, plati pro i; slozku
a;-1l+a-04 -4+ ag-0=0,tj. vy = 0. Podobné ukidzeme, ze i ag = -+ = ap, = 0. U

Priklad Najdéte bazi a dimenzi lin. prostoru M vSech feSeni néasledujici homogenni soustavy
lin. rovnic:

1 2 3 4 5 0
001 2 3 0
000 O0O0 0



Necht p1,ps,p3 € R. Volme x5 = p1 a x4 = p9. Z rovnice x3 + 214 + 3x5 = 0 dostaneme
x3 = —2po — 3p1. Déle volme x5 = p3. Z rovnice z1 + 2x5 + 3z3 + 424 + 5x5 = 0 dostaneme

x1 = —2p3 — 3(—2p2 — 3p1) — 4p2 — 5p1 = —2p3 + 2p2 + 4p1 .

(71,22, 23,74, 5) = (—2p3 + 2p2 + 4p1, 3, —2p2 — 3p1, P2, P1) =
= p1(4a 07 _3) O) 1) +p2(27 O) _27 17 0) +p3(_27 17 07 07 0)

Mno#ina {(4,0,-3,0,1), (2,0,
1), (

2,1,0),(—2,1,0,0,0)} je baze lin. prostoru M a dim M = 3.
Ukazme, ze {(4,0, 3,0, (

_ , (
,0,-2,1,0), (—2,1,0,0,0)} je LN.
a1(4,0,-3,0,1) + a2(2,0,-2,1,0) 4+ a3(—2,1,0,0,0) = (0,0,0,0,0).

Ukéazeme napi. ze ao = 0. Parametr ps odpovida ¢tvrté slozce feSeni x4. Pro ¢tvrtou slozku
z predchozi rovnice tedy mame a1 -0+ g -1 4+ az-0=0, tj. as = 0.

Definice 3 Necht A - x = b je nehomogenni soustava lin. rovnic a v je jedno jeji feSend.
Pak v nazgvame partikuldrni reseni a soustavu A - x = o nazyvdme pridruzenou homogenni
soustavou k A - x = b.

Véta 5 Necht v je partikuldrni fesent soustavy A-x = b a My je lin. prostor fesent pridruzené
homogenni soustavy A - x = o. Pak pro mnoZinu M wvsech 7eseni A - x = b plati:

M={v+u|uec M}.
DUKkAZ: Nejprve ukdZeme, Ze v + u je feSeni pro libovolny vektor u € My. Mame
A - (v+u)=A-v+A-u=b+o=0b.

Nyni ukidzeme, ze kazdé feSeni w € M lze vyjadfit ve tvaru v +u’ pro néjaky vektor u’ € M.
Volme v’ = w — v. Vektor v’ € My, protoze

Av=A (w—u=A-w-A - v=b-b=o.
Vzhledem k tomu, Ze v + ' = v + (w — v) = w, dikaz je hotov. O

Pokud {u1,...,ut} je baze lin. prostoru My vsech feSeni pridruzené homogenni soustavy
A - x = o, pak mnozinu feseni soustavy A - x = b obvykle zapisujeme takto:

M=v+My=v+ (uj,...,ug).

Véta 6 (Cramerovo pravidlo) Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice. Pak pro i-tou slozku

resent soustavy A - x = b plati
o det Bz

 detA’

kde matice B; je shodnd s matici A aZ na i-ty sloupec, ktery je nahrazen sloupcem pravich
stran b.

8%}



DUKAZ: Protoze A je regularni, mame = = A~! . b. Déle pro inverzni matici A~! plati:

D..
A7l = (cij) = (detjj'&) ., kde (Djj) je matice dopliiki k matici A.

Necht b = (b1,...,b,), pak

n n

D 1 det B;
;= i'b': J b, = Dib Dnibn = l‘
" ;C” ;detA = Gora Dbt )= dera

Piiklad Pro nésledujici soustavu spoc¢téte neznamou xs:

12 3\ /n 0
32 1] [x]|=[1
110/ \as 0
10 3
311
100 0+0+0-(3+0+0) 3
T 2 3T 0+2+9-(6+1+0) 4
321
110

2 Maticové rovnice

Algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody lze jednoduSe zobecnit na maticové rovnice tvaru
A -X = B. Necht by, ..., by jsou sloupce matice B and x; ...,z sloupce matice X. V§iméme
si, ze rovnice A - X = B je ekvivalentni s k-tici rovnic A - @1 = by,..., A - ¢, = by, protoze
-ty sloupec soucinu A - X zavisi pouze na i-tém sloupci x;. Rovnice A - x; = b; jsou jiz
normélni soustavy lin. rovnic. Vzhledem k tomu, ze maji vSechny stejnou matici soustavy,
lze je Tesit jednou eliminaci najednou, jen musime matici soustavy rozsifit o vSechny pravé
strany by, ..., b;. Postupujeme takto:

(AIB)=(A | by -+ b )~(C [ di - dp),

kde C je horni trojuhelnikova. Kazdy sloupec ax; matice X potom vyjadiime nezavisle ze
soustavy (C | d;).

Piiklad Reste rovnici A - X = B, kde

1 2 4 -1 0

A= 2 -1 3], B=|-2 -5

-1 31 1 5
1 2 4] -1 0 1 2 4] -1 o0 1 24| -10
2 -1 3| -2 —5|~[0 -5 -5 0 5]~[0 11 0 1
-1 31 1 5 0 5 5 0 5 000 0 0



T11 1 2 4 —1
Sloupec 1 = | x91 | ziskdme ze soustavy |0 1 1 0]. Necht 231 = p, p € R. Z
31 0 00 0
druhé rovnice x21 + 31 = 0 plyne xo1 = —p. Z prvni rovnice x11 + 2221 + 4231 = —1 plyne
Tr11 = e 2p.
x12 1 2 4 0
Podobné sloupec xs = | x99 | ziskdme ze soustavy [0 1 1 1]. Nechf z30 = t,
xT32 0 0 0 0

t € R. Z druhé rovnice x93 + 32 = 1 plyne x9o = 1 — t. Z prvni rovnice x12 + 2x99 + 432 = 0
plyne x15 = —2 — 2¢. Dohromady

—1-2p —-2-12¢
X = —p 1-1¢ , pteR.
P t

Metodu je mozné upravit i na rovnice tvaru X - A = B. Pomoci transpozice prevedeme
rovnici na AT - X7 = BT. Pomoci pfedchoziho postupu nalezneme X7, tj. eliminuje matici
(AT | XT), a nakonec opét pomoci transpozice ziskdme X = (X7)7.



