9. prednaska

Rostislav Horcik

23. listopadu 2006

1 Linearni prostory konec¢né dimenze

Definice 1 Necht L je linedrni prostor koneéné dimenze, M a N jsou jeho podprostory.
Mnozinu (M U N) nazgvdme spojenim podprostori M a N a znacime M V N.

Spojeni podprostortt MV N je nejmensi linedrni podprostor lin. prostoru L, ktery obsahuje
MiN.

Véta 1 Necht L je linedrni prostor konecné dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak

dimM +dim N =dim (M NN)+dim (M V N).

2 Linearni zobrazeni
Definice 2 Necht A: Ly — Lo je zobrazeni a M C L. Pak definujeme
AM) ={y € Ly | Fz € M)(A(z) =y)}.

Rikdme, Ze zobrazeni A je ,na“, pokud A(L1) = Lo. Rikdme, Ze zobrazeni A je ,prosté“,
pokud pro vSechny x1,x9 € L1 t.2. 11 # xo plati A(z1) # A(x2).

Definice 3 Necht Ly, Lo jsou linedrni prostory a A: L1 — Lo je zobrazeni. Zobrazeni A
nazyvdme linedrni, pokud pro vSechna x,y € L1 a o € R plati:

1. Al +y) = Alz) + A(y),
2. Ala-z) = a- Alx).

Ekvivalentné se d& pojem linedrniho zobrazeni zavést tak, ze fekneme, zZe je to takové zobra-
zeni A: L1 — Lg, které pro vSechna x,y € L1 a «, 8 € R splituje:

Alao-z+6-y)=a-Alx)+ - Aly).

Pozorovani 1 Pro linedrni zobrazeni A: L1 — Lo plati A(o1) = 02, kde o1 je nulovy vektor
L1 a oo nulovy vektor Lo.

DUkAz: Mame A(01) = A(0-x) =0- A(x) = 0. O



Priklad Necht A, : R? — R? je zobrazeni definované tak, Ze vektoru « piifadi vektor otoceny
podle pocatku o tihel ¢. Pak A, je linedrni zobrazeni.

Priiklad Necht L, je lin. prostor vSech diferencovatelnych funkci z R do R a Lo je lin. prostor
v8ech funkei z R do R. Pak zobrazeni D: L; — Lo definované vztahem D(f) = f’ je linedrni
zobrazeni, protoze

D(f+9)=(f+9)=f+d=D(f)+D(9), Dla-f)=(a f)=a f=a D).

Definice 4 Necht L1, Lo jsou linedrni prostory, oo je nulovy vektor v Ly a A: L1 — Lo je
linearnt zobrazeni. MnoZinu

ker A= {x € L | A(x) = 02}
nazyvame jadrem linedrniho zobrazeni A.

Véta 2 Jadro linedrniho zobrazeni A: Ly — Lo tvord linedrni podprostor lin. prostoru L.

DUKAZ: Necht x,y € ker A a o € R. Pak
Alx+y) = A(x) + A(ly) =02+ 02 = 0s.
Tzn. ze ¢ + y € ker A. Podobné
Ala-z)=a- - A(x) =a 03 =07,

tj. a - x € ker A. O

Véta 3 Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni. Mnozina A(Ljy) tvori linedrni podprostor
lin. prostoru Ls.

DUkAz: Necht y,,y, € A(L1) a a € R. Pak existuji 1,22 € L; t.z. Alx1) = y; a
A(®2) = yp. Takze yy +y, = A®1) + A(x) = A(@1 + 22), tj. Y1 + Y2 € A(L1). Po-
dobné av-y; = - A(x1) = A - 1), tj. a -y € A(Lq). O

Definice 5 Defekt linedrniho zobrazeni A: Ly — Lo je definovdn jako dim (ker A) a hodnost
linedrniho zobrazeni A je definovina jako dim A(Lq). Defekt A znacime def A a hodnost A
znacime hod A.

Véta 4 Necht Ly, Lo jsou linedrni prostory, (B) = (by,...,by) je usp. baze L1 ayy,...,Y, €
Ly. Pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni A: Ly — Lo t.2. A(b;)) = y,; pro vechna
ie{l,...,n}. Navic

Alx)=a1 -y +- -+ an-y,, (1)

kde (au,...,ay) jsou soutadnice vektoru x v bdzi (B).



DUkAz: (1) Existence: ukdzeme, Ze zobrazeni definované vztahem (1) je linedrni. Necht
x1,x2 € Ly, (v, ..., qy,) jsou souradnice 1 v (B) a (4, ..., [,) soufadnice x2 v (B). Pak

Ty+xz=01-bit-tan-by+Pi-bit+Bnbp=(ar+P1) bt + (o + ) by,

Tzn. Ze soutadnice x1 + x2 v (B) jsou (o + f1, ...,y + By) a soufadnice v - 1 v (B) jsou
(yau,...,yoy,). Takze

Ay +x2) = (a1 +61) -y + -+ (an + 5n) -y, =

=yt an Yy 0 Y+ B Y = Almr) + Al)

A(y-x1) = (var) ~yy + -+ (yan) -y, =7 - (a1 -y, + -+ an-y,) =7 Alx1) .

(2) Jednoznacnost: predpokladejme, Ze existuje linedrni zobrazeni B: Ly — Lo t.z. B(b;) = y;
pro vSechna i a « € L;. Vektor  ma né&jaké souradnice (a,...,an) v (B). Pak

O

Piiklad Vezméme piiklad lin. zobrazeni A, : R? — R? a standardni bazi (B) = ((1,0), (0,1)).
Je jednoduché ovéfit, ze A, (1,0) = (cos p,sing) a A,(0,1) = (—sin ¢, cos ¢). Pokud nas nyni
zajimé obraz libovolného vektoru (x,y) = - (1,0)+y- (0, 1), pak podle pfedchozi véty mame:

Aﬁp(xay) =T ASD(LO) +y 'Atp(oa 1) =
=z (cos,siny) +y - (—sinp,cosp) = (xcosy — ysiny, rsinp + ycosy) .

Pozorovani 2 Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni a @1, ..., %, je LZ posloupnost v L.
Pak i A(x1), ..., Alxy,) je LZ.

DUKAZ: Protoze existuje netrividlni lin. kombinace vektortu x1, ..., x, t.Z.
ap-xTy+ -+ oy Ty =01,
dostaneme

o - Ale) 4+ Fan - Ale,) = Alay -1+ +apn - x,) = A(o1) = 05.

Véta 5 Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. A je prosté.
2. def A=0.
3. Je-li ¢1,...,x, LN posloupnost v Ly, pak i A(x1),..., A(x,) je LN.



DUKAZ:
(1=2) Je-li A prosté, pak ker A = {01}, tj. def A = 0.
(2=3) Pokud def A = 0, pak ker A = {01 }. Ukdzeme, 7e A(x1),..., A(x,) je LN. Resme tedy

rovnici:
ap - A1) + -+ an - Alz,) = 02
Z linearity A dostaneme:

Aloq -1+ + oy - ) = 02,

tj. a1 ®1 + -+ an - @, € ker A. Takze oy -1 + - -+ ap - @, = 01. Protoze xq, ..., @,
je LN, musi platit o = -+ = a,, = 0.

(3=1) Necht @,y € Ly t.7. ¢ # y. Pak @ — y # 01, tj. * — y je LN. Proto 02 # A(x —y) =
A(x) — A(y). Takze A(x) # A(y).

0

Definice 6 Necht A: Ly — Lo a B: Ly — L3 jsou zobrazeni. Symbolem Bo A: L1 — Lg
oznacujeme sloZené zobrazend, které je definovdno (Bo A)(x) = B(A(x)) pro vSechny x € L.

Véta 6 Necht A: L1 — Lo a B: Ly — L3 jsou linedrni zobrazeni. Pak i B o A je linedrni.
DUKAZ: Nechf ,y € L1 a o € R. Pak

(BoA)(x+y) = B(Alx +y)) = B(A(z) + A(y)) =
= B(A(z)) + B(A(y)) = (Bo A)(z) + (Bo A)(y),

(BoA(a-z) = BAla-z)) = Bla- Al®)) = a-B(A®) = a- (Bo A)(z).

Definice 7 Identické zobrazeni Z: L — L je definovino I(x) = .

Necht A: L1 — Lo je prosté zobrazeni na Lo. Pak inverzni zobrazeni A1 Ly — 14 je
takové zobrazend, které spliuje A~ o A=1T.

Zobrazeni A~': Ly — Ly existuje prdvé jedno, je prosté a na.

Véta 7 Je-li prosté zobrazeni A: L1 — Lo na Ls linedrni, pak A" je také linedrnd.

DUKkAzZ: Necht x,y € Ly a a € R. Pak existuje pravé jeden vektor a € Ly t.z. A(a) = x a
pravé jeden vektor b € Ly t.z. A(b) = y. Takze A~ !(x) = a a A~ (y) = b. Navic A(a+b) =
A(a) + A(b) = x +y. Takze

Al xz+y)=a+b=A(z)+ A (y).
Nakonec A(a - a) = a - A(a) = o - x. Takze
Ala-z)=a-a=a - A x).



