1 Rozptyl a kovariance

Necht X je ndhodné veli¢ina s koneénou stiedni hodnotou FX. Potom rozptyl
nahodné veli¢iny X definujeme jako:

DX = E(X — EX)?,

pokud stredni hodnota na pravé strané existuje. Podobné jako stfedni hodnota
nahodné veli¢iny v jistém smyslu popisovala jeji rozdéleni pravdépodobnosti
(napt. v piipadé diskrétni ndhodné veli¢iny to byl vlastné vazeny pramér viech
hodnot, kterych ndhodné veli¢ina nabyvala), vypovidd i rozptyl cosi o tvaru
rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny. Jak je z definice rozptylu patrno,
rozptyl udavéa, jak moc ndhodné velicina X kolisa kolem stfedni hodnoty E X,
protozZe pocita stfedni hodnotu z kvadratickych odchylek X od EX. Odmocnina
z rozptylu vV DX se nazyva smérodatnd odchylka. Nékdy se rozptyl znaci jako
varX.

Véta 1.1 Pro nahodnou velicinu X s konecngm rozptylem a libovolnd redlnd
c¢isla a, b plati:

DX = E(X?) - (EX)?, (1)
D(a+bX) = b’DX. 2)

Vztah (1) je pro vypocet rozptylu obvykle vyhodnéjsi nez definice.

Priklad 1.2 Necht X je spojitd ndhodné veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti:
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Spoctéte jeji stfedni hodnotu EX a rozptyl DX.
7 definice stfedni hodnoty dostavame:
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Z véty o stiedni hodnoté transformované nahodné veli¢iny mame:
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A nakonec z véty 1.1 dostaneme:

DX = B(X?) — (EX)? = g - <§>2 :g_



O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovidd pojem kovari-
ance, ktery se definuje nasledovné:

cov(X,Y)=E[(X - EX)(Y — EY)] .

Ziejmé plati cov(X,Y) = cov(Y, X) a cov(X,X) = DX. Podobné jako u roz-
ptylu je mozné ukazat, ze cov(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY).

Véta 1.3 Pro ndhodné veliciny X, Y, jejichZ rozptyly existuji, plati:
D(X+Y)=DX+ DY + 2cov(X,Y).
Pokud jsou navic X a'Y nezdvislé, plati:
D(X+Y)=DX+ DY .

Vsiméme si, ze z predchozi véty plyne, ze pokud jsou X a Y nezévislé, pak
cov(X,Y) = 0. Upozortiujeme vSak, ze obrdcené tvrzeni neplati (tzn. nulovost
cov(X,Y) nezarucuje nezavislost X a Y'). Nicméné pokud cov(X,Y) # 0, pak
jiz X, Y musi byt zavislé.

Priiklad 1.4 Urcete stfedni hodnotu a rozptyl dikrétni ndhodné veli¢iny X s
binomickym rozdélenim pravdépodobnosti s parametry n, p.

Pripomenme, Ze binomické rozdéleni udava pravdépodobnosti poctl vyskyti
ndhodného jevu A takového, ze P(A) = p, pokud jsme sledovali jeho vyskyt v
n nezavislych pokusech. Binomické rozdéleni je dano vztahem:

n

HX:H:Q

)pk(l—p)"_k, k=0,1,....,n.

Zavedme nové ndhodné veli¢iny Y; udavajici pocet vyskytd jevu A v i-tém
pokusu. Nahodna veli¢ina Y; tedy mize nabyvat pouze dvou hodnot a to 0
pokud jev A v i-tém pokusu nenastal nebo 1 pokud nastal. Nahodnéa veli¢ina X

se potom da vyjadrit jako:
n
X=2 Y,
i=1

protoze udava celkovy pocet vyskyti A béhem n pokusu.
Spocitejme stfedni hodnotu a rozptyl Y;. Je zfejmé, ze vSechny nahodné
veli¢iny Y7, Ys, ..., Y, budou mit stejné rozdéleni pravdépodobnosti. Konkrétné:

PlY;=0=1-p, P[Y;=1]=p.
Stredni hodnota je tedy:
EY;=01-p)+1p=p.

Dale
E(Y?)=0*(1-p)+1*°p=p.



Rozptyl tedy je:
DY; = B(Y?) — (BY:)? =p—p* =p(1 - p).

Protoze plati E(X +Y) = EX 4+ EY, dostavame pro stiedni hodnotu X:
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Protoze jsou jednotlivé pokusy nezévislé, jsou nezavislé i Y;. Z véty 1.3 pak
dostaneme, ze D(} ., Y;) = Y1, DY}, a proto plati:

DX=D (ZY) =3 DY =Y w1 - p) = w1l - ).

i=1

Zobecnénim pojmu rozptylu pro ndhodné vektory je tzv. kovarianéni matice.
Pro nahodny vektor (X,Y)? je definovana nésledovné:

c=(tmx) wmirn) )= (amry o)

Priklad 1.5 Mame symetrickou minci a hraci kostku. Nejprve hodimeme minci.
Pokud padne rub hodime kostkou dvakrat a padne-li lic hodime jednou. Né&-
hodné veli¢ina X nabyva hodnoty 0 padne-li rub a 1 padne-li lic. Nahodna
veli¢ina Y uddva pocet padlych Sestek na kostce (t.j. mtize byt bud 0, 1 nebo
2). Naleznéte sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X, Y)”
a kovarianéni matici.

Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti je déno:

Spocitejme hodnoty uvniti tabulky a najdéme marginalni rozdéleni pravdépo-
dobnosti Px a Py.
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Pro stfedni hodnoty a rozptyly tedy dostavame:
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Pro hodnotu kovariance je potieba ur¢it E(XY).
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Maéme tedy:
(X,Y) = BE(XY) - (BEX)(BY) = — - L. L __1
o )= 12 21 T

A kovarian¢ni matice tedy je:
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Prfiklad 1.6 Necht T = {(z,y) | # > 0,y > 0,z + y < 1}. Spojity ndhodny
vektor (X, Y)” ma rovnomérné rozdéleni na T'. Najdéte sdruzenou hustotu prav-
dépodobnosti f(z,y) a vypliite prvky kovarianéni matice C.

Mnozina T je pravouhly trojihlenik lezici v prvnim kvadrantu a vymezeny
pfimkou y = 1 — x viz obrazek:




Protoze plocha trojihelnika je %, dostaneme:
2 (x,y)eT,
fla,y) = (@)
0 (z,y)¢T.

Abychom mohli uréit prvky kovarian¢ni matice potfebujeme nejprve zjistit
hustotu rozdéleni X a Y, t.j. marginalni hustotu.
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Marginalni hustota Y je ze symetrie trojihelniku 7' stejnd. Nyni miizeme urcit
stfedni hodnoty a rozptyly.
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Ze symetrie dostdvame, Ze také EY = £. Dale
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Rozptyl tedy je:
2
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Ze symetrie opét dostaneme, ze rovnéz DY = 1—18.

Pro hodnotu cov(X,Y") potfebujeme jesté uréit E(XY).

E(XY) = //myf(m,y) dxdy = //wy2dxdy
T T
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Mame tedy:
1 11 1

cov(X,Y) = B(XY) ~ (EX)(EY) = 15~ 3 5 = ~3;-

Veli¢iny X a Y jsou tedy zavislé. Pro kovarianéni matici dostavame:
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