A

1. a) (3 BoDY) Definujte pojem kofene polynomu. Necht f(x) = az2? + a12 + ag je polynom, kde
ao, a1, ap jsou cela &isla. Miize byt ¢islo v/2 jeho kofenem, kdyz vime, Ze ay = 1? V pfipadé, Ze
ano, napiste ptiklad takového polynomu. V piipadé, Ze ne, napiste proc¢ ne.

Odpoved: Necht f je nenulovy polynom. Pak ¢islo ¢ nazyvame kofenem polynomu f, pokud f(c) =0 (1
bod). Otazka zkousi, jestli studenti pochopili vétu fikajici, ze pro racionalni kofen £ polynomu
s celoCiselnymi koeficienty plati: r déli ag a s déli a,,. Véta je ve tvaru implikace, takze kdyz v
nasem piipadé as = 1, tak vSechny raciondlni kofeny musi byt celociselné. Nicméné polynom
klidné muZe mit néjaky iracionalni kofen. TakZe odpovéd je ano (1 bod) a piiklad takového
polynomu je napt. 22 —2 (1 bod). Malou ndpovédu dostanou v éasti b), protoze zadany polynom
f(x) mé kofen /2.

b) (3 BODY) RozloZte na souéin kofenovych ¢initelit a uvedte nisobnosti jednotlivych kofent.
f(z) =22* — 323 — 622 + 62+ 4.

Odpoved: f(z) = 2(z —2)(z+ 3)(z — v2)(z + v2) (2 body). Viechny kofeny jsou jednondsobné (1 bod).

2. a) (3 BODY) Definujte hodnost matice. Necht A je matice typu (3,4). Je mozné aby homogenni
soustava A - x = o méla pouze jedno FeSeni? Pokud ano, jak by musela matice A vypadat?
Pokud ne, tak uvedte pro¢ ne.

Odpoved: Hodnost matice je dimenze linedrniho obalu fadk matice (1 bod). Soustava A - & = o nemize
mit pouze jedno feSeni, protoze mnozina FeSeni homogenni soustavy tvori linearni prostor,
jehoz dimenze je v nasem piipadé 4 — hod A > 1 (hod A < 3). Vzhledem k tomu, Ze jedno
nebo vicedimenzionélni lineadrni prostor je nekonec¢ny, nemtize mit soustava pravé jedno feseni

(2 body).

b) (3 BoDY) Naleznéte dimenzi a né&jakou bazi vektorového prostoru v8ech feSeni homogenni sou-
stavy A - x = o, kde

1 0 -3 1
A= -1 2 4 1
2 2 -5 4

Odpoved: Mnozina feseni je ((—6,1,—2,0), (=7,0,—2,1)) (1 bod), baze je napt. {(—6, 1, —2,0), (-7,0,—-2,1)}
(1 bod), dimenze je 2 (1 bod).

3. a) (4 BODY) Napiste definici linedrniho podprostoru. Necht L je linedrni prostor kone¢né dimenze
a M, N jsou jeho podprostory takové, ze dim M = 5 a dim N = 4. Spoctéte dim M V N, kdyz
vite, ze dim M N N = 2. Kolik minimalné musi byt dimenze L?

Odpoved: Necht L je linearni prostor. Pak linedrni podprostor lin. prostoru L je nepréazdna podmnoZina
M C L, kterad je uzaviend na operace s¢itani a nasobeni skalarem, tj. Vx,y € M a Va € R
plati « +y € M a a-x € M (2 body). Vzhledem k tomu 7e 5+ 4 = dimM + dim N =
dmMVN +dimMNN = dimMV N + 2, dostaneme dimM VN = 7 (1 bod). Protoze
MV N C L, musi dim L nutné byt alespoii 7 (1 bod).

b) (4 BoDY) V R* jsou dany vektory a,b,u,v. Necht M je linearni obal vektort a,b (tj. M =
(a,b)) a N je linearni obal vektort u, v (tj. N = (u, v)). Najdéte dimenzi a néjakou bézi spojeni
linedrnich podprostoria M V N = (M U N) a dimenzi M N N.

=(1,1,1,2) u=(1,1,5,2)
v=(0,-1,2,-2)

Odpoved: Protoze M VN = (a,b,u,v) a Gaussova eliminaéni metoda zachovava linedrni obaly Fadki
matice, muzeme najit bazi M V N takto:

1 1 1 2 111 2
A2 3 4 6| fo1 22
1 1 5 2 0040
0 -1 2 -2 0000

Protoze nenulové radky horni trojithelnikové matice jsou linedrné nezavislé, mame dim M V N =
hod A = 3 (2 body) a béze je napf. {(1,1,1,2),(0,1,2,2),(0,0,4,0)} (1 bod). Nakonec dosta-
neme dimM NN =dimM +dim N —dimM VN =2+2—-3 =1 (1 bod).



B

1. a) (4 BoDY) Definujte pojem inverzni matice. Nechf A je ¢tvercova matice typu (5, 5). Kolik bude
hodnost matice AT, kdy# vime, ze A ~ E (tj. A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici).

Odpoved: Necht A je matice typu (n,n). Matici B typu (n,n) nazyvdme inverzni matici k matici A,
pokud spliiuje A -B = E = B- A (1 bod). Matice A je regularni (tj. A~! existuje) pravé tehdy
kdyz A ~ E. Navic matice A (typu (5,5)) je regularni pravé tehdy kdyZ hod A = 5. Protoze
hod AT = hod A, dostaneme hod AT =5 (3 body).

b) (4 BODY) Naleznéte vSechna Feseni maticové rovnice AXA = BA, kde
1 11 1 2 1
A= 1 2 1], B = 1 01
2 31 0 2 3

Odpoved: A je regularni, protoze det A = —1 # 0. Pro matici X tedy dostaneme

X=A"'"BAA'=A"T'B (1bod).

A'l=[-1 1 o0 (2 body) .

X=A"'"B=| 0 -2 0 (1 bod) .

2. a) (3 BODY) Definujte pojem soufadnic vektoru vzhledem k néjaké usporddané bazi. Necht (B) =
(b1,...,by) je uspofadand béze linedrniho prostoru L. Jaké soufadnice bude mit v této bazi
vektor b;?
Odpoved: Necht (B) = (by,...,b,) je uspofadana baze linedrniho prostoru L a « € L. Pak (a1,...,a,) €
R"™ nazyvame soufadnice vektoru & vzhledem k bézi (B), pokud plati @ = a1by + - - + a, b,
(2 body). Vektor b; bude mit soutadnice (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 se vyskytuje na i-té pozici
(1 bod).
b) (3 BoDY) Necht L je linearni prostor polynomt stupné nejvyse 3 a (B) = (1,x + 1, (x + 1),
(x +1)3) je jeho uspotadand baze. Najdéte soufadnice polynomu f(r) = 223 — 22 +2x +1 v
této bazi.
Odpoved: Soufadnice f v bazi (B) jsou (—4,10,—7,2) (3 body).

3. a) (3 BoDY) Necht A je matice typu (m,n) a b je vektor z R™. Za jakych podminek a jak mizeme
najit i-tou neznamou soustavy linearnich rovnic A - & = b pomoci Cramerova pravidla?

Odpoved: Matice A musi byt ¢tvercova (tj. m = n) a regularni (1 bod). Pak z; = det B;/det A, kde B;
je matice stejnd jako matice A az na i-ty sloupec, ktery je nahrazen vektorem b (2 body).

b) (3 BODY) Necht p € R je parametr. Vyfeste soustavu linedrnich rovnic A -« = b, kde

1 p -2 1
A=|p 1 2], b=| o0
2 1 1 -1
t . . . R ’ 2 —_
Odpoved: det A = —(p—3)(p+1) (1 bod). Prop # 3, —1 je jediné fedeni ((pf?f’)'("pgﬂ) ,— (p7§;g+1), - (p’i;;’(’pfl))

(2 body). Pro p =3 a p = —1 nema4 Feseni (1 bod).



